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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

»Krok po kroku”
a) Podnoszac liczbe dodatniag 3 — V5 do kwadratu otrzymamy

(3 —5)? =14 — 6V/5.

\/14 —6v5 =3 — /5.

Zaproponuj analogiczna rowno$é dotyczaca liczby /11 + 44/7. Uzasadnij zaproponowana réwnoscé.

b) Pokazemy, ze liczby /74 4v3 1 2+ /3 sa réwne, czyli, ze V;_:'jg‘/g =1.
Najpierw rozszerzymy utamek, zeby usunaé¢ niewymierno$¢ z mianownika:

Stad otrzymujemy ciekawa réwnoscé

T8 2—v3  \(THAVE)2 - V3R
243 2-3 4-3

Pokaz podobnie, ze 6 — 25 =+/5 — 1.

Istnieje wygodny sposéb szybkiego podnoszenia do kwadratu liczb dwucyfrowych konczacych sie cyfra 5:
352 =100-3 -4+ 25 = 1225,

752 =100 - 7 - 8 + 25 = 5625,

ktory wynika z nastepujacego rozumowania:

— T+ V37— 4v3) = VI - BB = 1.

(10a + 5)* = 100a* + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25.

i uzasadnij go. Oblicz w

N|—=

Znajdz sposéb szybkiego podnoszenia do kwadratu liczb ztozonych z calosci i
ten sposéb (4%)2 oraz (9%)2 .

c=3

c—5

Aby wyznaczyé¢ wszystkie liczby catkowite ¢, dla ktérych liczba postaci jest takze liczba calkowita
mozna postapi¢ w nastepujacy sposob:
a) Wyrazenie w liczniku ulamka zapisujemy w postaci sumy, ktérej jednym ze sktadnikéw jest wyrazenie z
mianownika:

c—3 (c—5)+2

c—5  c—5
b) Zapisujemy powyzszy ulamek w postaci sumy liczby 1 oraz pewnego ulamka:

c—5—|—2_c—5+ 2 1y 2
c—5 ¢—5 ¢—5 c—5

¢) Zauwazamy, ze ulamek ﬁ jest liczba catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (¢ — 5) jest catkowitym
dzielnikiem liczby 2, czyli ze (¢ — 5) € {—1,1,—2,2}.

d) Rozwiazujemy kolejno réwnania ¢ —5=—1,¢c—5=1,¢—5= -2, ¢c—5 = 2, i otrzymujemy odpowiedz:
liczba postaci g:g jest calkowita dla: c=4,¢c=6,c=3,c=".

Rozumujac analogicznie, wyznacz wszystkie liczby catkowite x, dla ktérych liczba postaci
catkowita.

P
z—3

jest liczbg
Sume S = % + % + 7_3—10 + ...+ ﬁ + W mozna obliczy¢ w nastepujacy sposéb:
a) sume S zapisujemy w postaci

4-1 7—-4 10-7 304 — 301 307 — 304

S=a1 T2 T o7 T 300300 T 307 302

b) kazdy skladnik tej sumy przedstawiamy jako réznice utamkdéw

g 41 n T4 T 304 301 n 307 304
41 4-1 74 T-4 304-301 304 -301 307-304 307 - 304

stad
S = 1,1 + 1,1 + 1,i + + i,i + i,i
n 4 4 7 7 10 301 304 304 307
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1.5.

1.6.

wiec
5—1_1_’_1_1_’_1 i_|_ +i_i+i_i
B 4 4 7 7 10 301 304 304 307

c¢) obliczamy sume, redukujac parami wyrazy sasiednie, poza pierwszym i ostatnim

G- i 306
~ 307 307
Postepujac w analogiczny sposéb, oblicz sume
4 4 4 4
Si=—+—c+mt

1-5 5-9 9-13 '"+281~285

Wiadomo, ze wielomian okre§lony wzorem W (z) = z* + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, bo dla
dowolnego x € R wyrazenie z* + 1 przyjmuje wartoéci dodatnie. Mozna go jednak roztozy¢ na iloczyn
czynnikéw nierozkladalnych stopnia drugiego w nastepujacy sposéb:

e najpierw zapisujemy wyrazenie z?+ 1 w postaci sumy kwadratéw: (z2)? + 1%;

e nastepnie uzupelniamy te sume do pelnego kwadratu (jak ponizej):

()% +12 = (22)2 + 222 + 1% — 222 = (22 + 1) — 22%;

22

e otrzymana réznice (z2 + 1)? zapisujemy w postaci roznicy kwadratéw:

(22 +1)% — 222 = (22 4+ 1)% — (V22)%
e stosujemy wzér skroconego mnozenia na réznice kwadratow:
(2 +1)% = (V22)? = (2> + 1 — V22) (2> + 1 + V22);

e i otrzymujemy rozklad wielomianu W (x) na iloczyn czynnikéw nierozkladalnych:

W(z) = (22 = V2z +1)(2® + V2z + 1).
e Postepujac analogicznie, roz167 na czynniki nierozktadalne wielomian Q(z) = 2* + 9.
Aby wyznaczyé wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych spelniajace réwnanie: zy = x — y + 3, mozna
postapi¢ nastepujaco:
krok 1. Najpierw przeksztalcamy to réwnanie do postaci: (xy —z) +y =3
krok 2. Nastepnie z pierwszego skladnika sumy po lewej stronie tego rownania, czyli z nawiasu, wylaczamy

wspélny czynnik przed nawias a drugi skladnik sumy uzupelniamy do wyrazenia, ktére wystepuje w nawiasie
tak, by rownania pozostaly réwnowazne:

z(y—1)+@wy—-1)=3-1

krok 3. Lewa strone otrzymanego rownania zapisujemy w postaci iloczynowej przez wylaczenie wspélnego
czynnika (y — 1) przed nawias:

(y—1)(z+1)=2.
krok 4. Poniewaz lewa strona tego rownania jest iloczynem dwdéch czynnikéow catkowitych, wiec jego prawa
strone, czyli liczbe 2 réwniez przedstawiamy w postaci iloczynu dwéch liczb catkowitych:

(y—@+1)=2=1-2=2.1=(=1)-(=2) = (=2) - (~1).

krok 5. Poréwnujemy obie strony rownania i zapisujemy je w postaci alternatywy czterech uktadéw réwnan
(bo tyle otrzymali$my rozkladéw liczby 2 w postaci iloczynu liczb caltkowitych):
(z+1)(y—-1)=2<

r+1=1 r+1=2 r+1=-1 r+1=-2
‘:’Hy—lzz V{y—lzl v{y—lz—? v{y—lz—l}

krok 6. Rozwiazujemy powyzsze uktady réwnan:

z=0 r=1 =2 z=-3
krok 7. Na koniec wyciggamy wniosek, ze jedynymi parami liczb catkowitych spelniajacymi wyjsciowe

réwnanie sg pary liczb: (0,3), (1,2)(—-2,—1),(-3,0).
Postepujac analogicznie, wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych spelniajace rownanie: zy = 2z —y +5.
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1.7. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b okreslamy liczby a o b, a * b w nastepujacy sposéb:
a o b = liczba nie mniejsza sposrod liczb a i b
a * b = liczba nie wieksza sposréd liczb a i b.
Na przyklad: 703=7, 15015=15 7%«3=3, (—6)*x4=—6, (—3)*(-3)=-3.
Oblicz:
a) (—5)0d =
b) (2005 % 2007) o (—2006) =
¢) (506) % (207) =

1.8. (R)Dany jest algorytm (Euklidesa) obliczania NW D(a,b) i NWW(a,b) :
niech a = 22991 i b= 19667,
22991 > 19667

4
22991 = 1 - 19667 + 3324
19667 = 5 - 3324 + 3047
3324 = 1-3047 + 277
3047 =11-277+0
4

NW D(22991,19667) = 277

NWW (22991, 19667) = %7719667 = 1632361.

Korzystajac z podanego algorytmu oblicz:

NWD(1615,2618) i NWW (1615,2618)

1.9. (R) Sume kolejnych liczb nieparzystych od 1 do 999, tzn. sume
S=1+3+..+995+ 997 + 999
mozna obiczy¢ grupujac sktadniki parami:
S =(14+999)+ (3+997) + ... + (499 + 501),
tak, ze suma liczb kazdej pary wynosi 1000. Par jest 250, bo sktadnikéw byto 500, stad:
S =250 - 1000 = 250000.

Analogicznie oblicz sume:

S =5+10+ ... 4+ 990 + 995 + 1000.

1.10. (R) ,Liczba naturalna jest podzielna przez 36, gdy jest podzielna przez 4 i jest podzielna przez 9”. Np.
Liczba 187524 jest podzielna przez 36, bo jest podzielna przez 9, gdyz jej suma cyfr 14+8+7+5+2+4 =27
jest podzielna przez 9 oraz jest podzielna przez 4, bo liczba utworzona z dwdch ostanich cyfr, czyli liczba
24 jest podzielna przez 4.

a) Wykorzystujac podana zasade podzielnosci, sprawdz, ze liczba 24110352 jest podzielna przez 36.

b) Podaj, jaka cyfra powinno zastapié¢ sie¢ X, aby liczba 51403X8 byla podzielna przez 36.

c) Uzasadnij, ze liczby naturalne postaci 10™ + 8, gdzie n jest liczba naturalna wieksza od 1, sa podzielne
przez 36.

1.11. (R) W dowolnym tréjkacie ABC punkty M i N sa odpowiednio $rodkami bokéw AC i BC
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Zapoznaj sie uwaznie z nastepujgcym rozumowaniem:
Korzystajac z wlasnoéci wektoréw i dzialan na wektorach, zapisujemy réwnosci:

MN=MA+AB+BN (1)

oraz

MN =3C+CN (2)
Po dodaniu réwnogci (1) i (2) stronami otrzymujemy:
2. MN = MA+ MC + AB + BN + CN
Poniewaz W:—m oraz CTV)':—W, wiec:
2. MN = MA - MA+ 4B + BN - BN
2. MN=0+AB+ 0
MN = - - AB.

Wykorzystujac wlasnoéci iloczynu wektora przez liczbe, ostatnia réwnosé mozna zinterpretowaé nastepujaco:
odcinek laczacy $rodki dwoéch bokéw dowolnego tréjkata jest rownolegly do trzeciego boku
tego trojkata, zas jego dlugosé jest ré6wna poltowie dlugosci tego boku.
Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie, ustal zwigzek pomiedzy wektorem MN oraz wektorami AB i
m , wiedzac, ze czworokat ABCD jest dowolnym trapezem, za$ punkty M i N sa odpowiednio srodkami
ramion AD i BC tego trapezu D C

o/ .
/ AN

A B

DN | =

Podaj interpretacje otrzymanego wyniku.

1.12. (RR) Korzystajac z réwnosci (nfl)n = ﬁ — %, mozna obliczy¢ nastepujaca granice:
i 1 n 1 n 1 - 1
im (—+—+4+-— =
n—o0 2 23 3-4 (n—=1)n

2.1.

2.2,

. , ;2 1 1 . 1
Wykaz réwnos¢ 5~ — TE = nEnTE)

li VI SO S !
1m —_— —_— —_— —_— .
1- - - n-(2n+2)

a nastepnie, korzystajac z niej, oblicz granice:

Zastosowania matematyki

W automacie oferowany jest napdj ,Malinka” w réznych opakowaniach i cenach:
a) 0,21za 1,10 zt

b) 0,251 za 1,30 zt

¢) 0,33 1za 1,70 zt

d) 0,51 za 2,60 =z

Ktoéra oferte wybraé, aby za 1 zt wypi¢ najwiecej ,Malinki”?

Odlegtosé Ziemi od Stonca wynosi w przyblizeniu 150 milionéw kilometréow. Wyraz te wielko$¢ w milime-
trach. Wynik podaj w postaci a - 10", gdzie a € (1,10), n € N.
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2.3.

2.4. Wiadro wisi przywiazane do tancucha nawinietego na waltek koto-

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

Cena 1 kWh energii elektrycznej wynosi 46 gr. Ile kosztuje ogrzewanie mieszkania przez tydzien dwoma
grzejnikami o mocy 1,5 kW. Kazdy grzejnik pracuje 5 godzin na dobe.

wrotu, tak jak przedstawiono na rysunku. Aby wiadro dotkneto
lustra wody nalezy wykonaé¢ 14 pelnych obrotéow korba. Oblicz,
odleglos¢ lustra wody od brzegu studni, gdy wiadomo, ze walek
kotowrotu ma Srednice 20 cm. Wynik podaj w zaokragleniu do 1
m.

L i

Swiezo skoszona trawa zawiera 60% wody, a wysuszone siano tylko 15% wody. Oblicz, ile kilograméw
wysuszonego siana mozna otrzymaé z 1 tony Swiezo skoszonej trawy? Wynik podaj w zaokragleniu do
pelnych kilograméw.

a) Ile kilograméw wody nalezy dolaé¢ do 0,5 kg 30% roztworu soli, aby otrzymaé roztwoér 5%.

b) W jakim stosunku nalezy zmieszaé¢ roztwér cukru o stezeniu 10% z roztworem cukru o stezeniu 16% aby
otrzymadé roztwoér cukru o stezeniu 12%?

¢) Ania i Zosia kupily pewna ilo$¢é pomaranczy. Ania zrobila sok z 30%, a Zosia z 25% zakupionych owocéw.
O ile procent wiecej soku zrobita Ania?

Wzrost kursu euro w stosunku do zlotego spowodowal podwyzke ceny wycieczki zagranicznej o 5%. Ponie-
waz nowa cena nie byta zachecajaca, postanowiono obnizy¢ ja o 8%, ustalajac cene promocyjng réwna 1449
zt. Oblicz pierwotng cene wycieczki dla jednego uczestnika.

Wysokosé prowizji, ktéra klient ptaci w pewnym biurze maklerskim przy kazdej zawieranej transakcji kupna
lub sprzedazy akcji jest uzalezniona od wartosci transakcji. Zaleznoéé¢ ta zostalta przedstawiona w tabeli:

Wartoséé transakceji Wysokosé prowizji

do 500 zt 15 zt

od 500,01 zt do 3000 zt 2% wartodci transakeji + 5 zl

od 3000, 01 zt do 8000 zt 1,5% wartosci transakcji + 20 zl
od 8000, 01 zt do 15000 zt | 1% wartosci transakcji + 60 z1
powyzej 15000 zl 0, 7% wartosci transakcji + 105 zt

Klient zakupil za posrednictwem tego biura maklerskiego 530 akcji w cenie 25 zt za jedna akcje. Po roku
sprzedal wszystkie kupione akcje po 45 zt za jedna sztuke. Oblicz, ile zarobil na tych transakcjach po
uwzglednieniu prowizji, ktore zaplacil.

Dziadek przeznaczyl 150 zt na prezenty gwiazdkowe dla swoich trzech wnukdéw. Warto$é prezentéow byla
proporcjonalna do wieku chlopcéw, ktérzy maja odpowiednio 2 lata, 3 lata i 5 lat. Ile kosztowaly poszcze-
gblne prezenty?

2.10. Line zaglowa dlugosci 42 metry rozcigto na trzy czeSci w ten sposob, ze pierwsza byla cztery razy dluzsza

od drugiej, ktora z kolei byta cztery razy dluzsza od trzeciej czesci. Jakie dlugosci maja pociete kawalki
liny?

2.11. Mieszanka herbaty sklada sie z 3 czeéci herbaty klasy A, 17 czeéci herbaty klasy B i 4 czesci herbaty klasy

C. Ile dekagramoéw herbaty klasy B jest w 72 dag tej mieszanki?

2.12. Srednia placa w pewnym starostwie zatrudniajacym 50 pracownikéw wynosila 2000 zl. Po zatrudnieniu

nowego pracownika stazysty Srednia miesieczna placa spadla o 1%. Oblicz place nowego pracownika.

2.13. W pewnym zakladzie kazdy z dziesigciu pracownikéw wykonuje w ciagu jednej zmiany srednio 2700 detali.

Po zatrudnieniu nowego pracownika $rednia wykonywanych detali w ciagu zmiany spadla o 4%. Oblicz, ile
detali wykonuje w ciggu zmiany nowozatrudniony pracownik?
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2.14. Pewna pompa pompuje 20 m? wody w 2 godziny i 40 minut.
a) Ile czasu potrzeba, by ta pompa wypompowalta 100 m? wody?
b) Ile wody wypompuje ta pompa w ciggu 1 godziny i 15 minut?

2.15. W miescie dzialaja dwie firmy takséwkowe A i B. Za przejazd takséwka firmy A pobierana jest oplata
opisana wzorem: A(x) = 4 4 1,6x, natomiast za przejazd takséwka firmy B wzorem: B(x) = 3,2 + 1, Tz,
przy czym x oznacza liczbe przejechanych kilometréw. Dla jakich wartosci x dlugosci trasy przejazdu,
oplata za przejazd takséwka firmy A jest nizsza od oplaty za przejazd takséwka firmy B?

2.16. Przemieszczanie s (w metrach) pewnego ciala jest funkcja czasu t (w sekundach) opisana wzorem:
s(t) = t2 + 6t + 10. Oblicz $rednia predkosé tego ciata w czasie t € (4,7).

2.17. Dany jest wykres drogi jaka przejechal kierowca pewnego samo- s[km]

chodu w ciggu 8 godzin. 600 4
a) Jaka droge pokonal kierowca w ciagu drugiej godziny jazdy? 500 -
b) Jaka byla érednia predkosé na calej trasie? 400 1
c) Jak dhugo jechal kierowca z predkoscia 75527 288 T
100 %

0

0123456 7 gthl

2.18. Dwie konkurencyjne firmy , Alfa” i ,Beta” chca podjaé¢ sie organizacji wycieczki. Oplata za wycieczke w
przypadku kazdej z ofert sklada sie z czesci stalej, niezaleznej od liczebnosci grupy oraz stawki za kazdego
uczestnika. Oplata stata i stawka wynosza odpowiednio 3000 zt i 245 zt w firmie ,,Alfa” oraz 4400 z1 i 206
zt w firmie ,Beta”. Oblicz:

a) przy jakiej liczbie uczestnikéw wycieczki korzystniejsza jest oferta firmy ,,Alfa”,
b) jakie koszty przypadna na kazdego z 38 uczestnikéw wycieczki zorganizowanej przez firme ,Beta” (koszty
podaj z dokladnoscia do 1 zl).

2.19. Pewna firma telekomunikacyjna proponuje abonentowi do wyboru dwa warianty opltat miesiecznych za
telefon.
I - za kazdy impuls 20 groszy i jednoczes$nie brak oplaty stale;j.
IT - za kazdy impuls 8 groszy i jednoczesnie oplate stalg w wysokosci 12 zl.
a) Dla kazdej z mozliwodci zapisz w postaci wzoru zalezno$¢ miedzy miesieczna oplata za telefon a liczba
wykorzystywanych w miesiacu impulsow.
b) Ktoéra z mozliwosci nalezy wybraé, jezeli zakladamy, ze miesiecznie wykorzystuje sie 120 impulséw?
c¢) Oblicz, przy jakiej liczbie impulséw wykorzystywanych w ciagu miesiaca wybdr pomiedzy podanymi
wariantami nie ma znaczenia.

2.20. Bogdan pierwsza czes$é drogi do szkoly szedl, a druga biegl (patrz [km]
wykres). Oblicz z jaka predkoscia szedl, a z jaka biegl i jaka byta 4
jego érednia predkos¢ na calej trasie. Wyniki podaj w kilometrach 3
na godzine.

0 ¥
0 5 10 15 20 Min]

2.21. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) W klasie jest 32 uczniéw, w tym 20 dziewczat. Jaki procent wszystkich uczniéw stanowia chtopcy?
(A) 35% (B) 37,5% (C) 35,5% (D) 32%

b) Jezeli stawka za godzine pracy jest réwna 8,40 z1, to ile zarobi robotnik pracujac od 722 do 16%°?
(A) 69,72 z1 (B) 100, 20 zt (C) 37,40 zt (D) 71,40 z

c¢) Dziesie¢ lat temu Pyrki liczyty 1500 mieszkaficéw, a obecnie mieszka w nich 4,5 tys. oséb. O ile procent
wzrosta liczba Pyrkowian?
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(A) 75% (B) 120% (C) 300% (D) 200%

d) Bieznia stadionu ma 8 tor6w. Podczas eliminacji po dwéch zawodnikéw przechodzi do nastepnej rundy.
Startuje 110 zawodnikow. Jaka jest najmniejsza liczba biegéw potrzebna do wylonienia zwyciezcy zawo-
déw?

(A) 15 (B) 19 (C) 20 (D) 21

e) Pierwszy mechanik montuje telewizor przez 45 minut, drugi przez 20 minut, a trzeci przez % h. Jaki jest
$redni czas montazu jednego telewizora?

(A) S h (B) 2h (C) 35 minut (D) 3 h

f) W stadzie 30 owiec Bacy sa 4 czarne. Jezeli Baca dokupi jeszcze 2 czarne owce, to jaka cze$é stada beda
stanowily czarne owce?

(A) 3 (B) 3 (©) 3 (D) 15

g) Ile petelek mozna zrobié z 3% m gumki, jezeli do zrobienia jednej petelki potrzeba % m gumki?
(A) 15 B) 7 (C) 22 (D) 21

h) Jedna trzecia pracownikéw firmy ,BAMBUS” jedzie na urlop w lipcu, jedna druga w sierpniu, a pozostali
(15 pracownikéw) wykorzystuje urlop zima. Ile oséb pracuje w firmie "BAMBUS”?
(A) 45 (B) 60 (C) 90 (D) 120

2.22. (R) Pociag o dlugosci 500 m jadacy ze stala predkoscia 48 kTm przejezdza przez tunel. Od momentu

wjazdu lokomotywy do tunelu do momentu opuszczenia go przez ostatni wagon pociggu uptywa 2,5 minuty.
Oblicz dlugosé tunelu.

2.23. (R) Z dwdch miejscowoscei A i B ruszaja naprzeciw siebie dwaj piechurzy. Pierwszy z nich pokonal trase

3.1

3.2.
3.3.

3.4.

z miejscowoéci A do B i nie zatrzymujac sie wrécit do miasta A. Drugi pokonal te¢ sama droge, co pierwszy,
tyle, ze ruszyt z miasta B, doszed! do miasta A i nie zatrzymujac si¢ wrécil do miasta B. Piechurzy mingli
si¢ po raz pierwszy w odlegtosci 4 km od miasta A, a po raz drugi w odlegtosci 2 km od miasta B. Oblicz
odleglo$é miedzy miastami A i B.

Liczby rzeczywiste

Wykonaj dzialania:

a) V/3+ V24— /81
1

b) 1+3

c)dlaa= VE—+21ib= \/g—l—ﬂ,oblicza-b,a%—kb%,(a—b)Q,a%—l—bQ
d) V5-2v6+V3-2v2- V743

Stosujac wzory skréconego mnozenia roztéz na czynniki wyrazenie: 1 — a? + 2ab — b2.

Oblicz:

2) v/ -278

W {— T

c) (VV/3)%)?°
d) /=60 /50
V16
e) vz —8=132
f) L = 0,064

Dane sg liczby: © = 5v/7 — 2 i y = /7 — 4. Oblicz wartoéci wyrazen: |y — x| oraz i Wyniki przedstaw w
postaci a 4 bv/7, gdzie a i b sa liczbami wymiernymi.
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7L):(27273,274), yzgi%'

3
(3)
3 Co 272.(0,5)7°
a) Oblicz wartos¢ wyrazen m i n.
b) Dobierz liczbe k tak, by (m,n, k) byly kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.

3.6. Dane sa wyrazenia arytmetyczne: m =

wlo
o
g

o

—1_a.(2\"2
3.7. Przedstaw % w postaci nieskracalnego utamka zwyklego.
(2
3.8. W pewnej firmie zakupiono dwie drukarki. Pierwsza kosztowala 1000 zi, a druga 1200 zl. Okazalo sie,
ze jeden wydruk uzyskany z pierwszej drukarki kosztuje 5 gr a z drugiej 4 gr. Dla jakich x caltkowity
koszt (Yacznie z cena zakupu) wykonania 2 wydrukéw na pierwszej drukarce bedzie bardziej oplacalny, niz
caltkowity koszt wykonania z wydrukow na drugiej z nich?

3.9. Oblicz:

C) 6 — 2a (7)
e) 1,(09) + 0, (90)
f) Zamien liczbe 1,24(36) na utamek zwykty.

. . . . . - .y /2 5 6
3.10. Podaj przyktad liczb catkowitych dodatnich a i b, spelniajacych nieréwnos¢ 2 < ¢ < z.

3.11. a)Kibic obserwujac zawody lekkoatletyczne oszacowal dlugosé rzutu mlotem na 78 m 40 cm, a okazalo
sie, ze mlociarz rzucil mlot na odlegloéé¢ 77 m 76 cm.
b) Dlugosé skoku tréjskoczka kibic ocenil na 17 m i 20 cm, natomiast rezultat jaki po chwili ukazal sie na
tablicy wynikéw to 17,36 m. W ktérym przypadku kibic popelnil wiekszy btad wzgledny?

—3)-((2)%-42 . 1
3.12. Dane sa liczby: a = M oraz b= (13 —(-0,3)) (%)=2.
a) Oblicz wartosci doktadne oraz wartosci przyblizone obu liczb w zaokragleniu do 0,01.
b) Wyznacz blad wzgledny i bezwzgledny przyblizenia liczby a.

3.13. Wiadomo, ze 1,5849 jest przyblizeniem liczby 10°2? z zaokragleniem do 4 miejsc po przecinku. Wy-
4
znacz przyblizenie liczby 1075 z zaokragleniem do 3 miejsc po przecinku oraz przyblizenie liczby 105 z
zaokragleniem do 1 miejsca po przecinku.

3.14. W partii 50000 zaréwek, 4% to zaréwki uszkodzone. Ile uszkodzonych zaréwek nalezaloby usunaé, aby
wéréd pozostalych zaréwek bylo mniej niz 1% zaréwek uszkodzonych?

3.15. Klient zlozyl w banku A 5000 zl na okres 2 lat z oprocentowaniem rocznym 5% i roczng kapitalizacja
odsetek. Okazalo sie pdzniej, ze gdyby te samg kwote zlozyl w banku B, to po dwéch latach mialby o 343
zt wigcej. Oblicz jakie oprocentowanie oferowal bank B, jesli kapitalizacja wktadéw odbywala si¢ w nim co
po6t roku.

3.16. Cena plaszcza kolejno malata najpierw o 20%, a nastepnie o 30% i wtedy kosztowal on 700 zlotych. Jaka
byla cena plaszcza przed obnizkami?

3.17. Jeden z bokéw prostokata zmniejszono o 40%, a drugi zwigkszono o 50%. O ile procent zmienito si¢ pole
prostokata?

3.18. W 1995 roku zbiory kawy na Swiecie wynosity 5489 tys. ton, a w roku 2001 - 7300 tys. ton. W Wietnamie
zebrano w 1995 roku 4%, a w 2001 roku 12, 3% $wiatowego zbioru kawy. O ile punktéw procentowych zbiory
kawy w Wietnamie byly wieksze w 2001 roku w poréwnaniu z 1995 rokiem. O ile procent wzrosty zbiory
kawy w Wietnamie w 2001 roku w poréwnaniu z rokiem 19957
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3.19. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Liczba odwrotng do liczby 3 — 21/2 jest:
(A) 3+2V2 (B) —3+2V2 (C)3-2V2 (D) 1 - 2=

b) Wyrazenie (x —2)% — (z —1)(2? +2+1) — 2(z+2)? po doprowadzeniu do najprostszej postaci jest réwne:
(A) —222 - 15 (B) 223 + 822 + 1 (C) 23 —4 (D) —8z% +4x — 15

c) Liczba 0, (45) po zamianie na ulamek zwykly jest réwna:

(A) 105 (B) (©) 3 D) i

d) Wyznacz [ ze wzoru P = mr? + mrl

(A) 2 —r (B) =P (C) L —7r (D) (P —7r?) - 7r
e) Suma liczby odwrotnej do — 5 i przeciwnej do 37 jest réwna:

(A)5 (B) 4,5 (C) -38 (D) —4

f) Wartoscia wyrazenia % jest liczna:

(A) 1252 (B) & (C) 64 (D) 32

g) Uwalniajac utamek \/§47 1 od niewymiernosci, otrzymasz:
(A) ¥ B)FE (Q4VE-1) (D) 2AVE+Y)

3.20. (R) Niecha=2-3-5%2-11°1b=4-3%-5.7-114
a) Wyznacz NWW (a,b) i NWD(a,b).
. NWW (a,b
b) Oblicz Wé&b)).
c) Wykaz, ze NWW (a,b) - NWD(a,b) =a-b.

3.21. (R) Rozléz liczby a i b na czynniki pierwsze, a nastepnie wyznacz NWW (a,b) i NWD(a,b), gdy
a) a =429, b= 143
b) a = 105, b= 187
c)a=24, b=60

3.22. (R) Sprawdz, czy liczby a = §+\f i b=2,5(9) naleza do zbioru rozwiazan nieréwnosci % > 3.

R) Oblicz: (v/2— V3 — 2+ v3)2

®R)
3.24. (R) Wykaz, bez uzycia kalkulatora i tablic, ze ¥/5v/2 +7 — v/5v/2 — T jest liczba catkowita.
®R)

3.23.

3.25. Wykaz, ze dla a € (2,3) zachodzi réwnosé Y& —batd 4 Vai-datd _ o

a—2

3.26. (R) Na budowe domu mozna zaciagnaé¢ pozyczke w wysokosci 63450 euro. Do wyboru sa dwa warianty
sptaty:
I - w kazdym miesigcu splacasz réwne raty kazda w wysokosci 2% pozyczonej kwoty.
IT - pierwsza rata miesieczna wynosi 2500 euro, kazda nastepna jest o 50 euro mniejsza niz poprzednia.
a) Ile miesiecy potrwa splata mieszkania w kazdym z wariantéw ?
b) Oblicz, ile wynosi ostatnia rata sptaty w kazdym z wariantéw.
¢) Oblicz, od ktdérego miesiaca rata splacana wedlug wariantu II bedzie nizsza niz w przypadku wariantu I.

3.27. (R) Liczba palindromiczna nazywamy liczbe naturalna, ktéra czytana z prawej do lewej lub z lewej do
prawej strony daje te sama liczbe np.: 5225. Udowodnij, ze liczba czterocyfrowa palindromiczna jest
podzielna przez 11.

3.28. (R) Bank przyjal kwote 50000 z na 5% rocznie z roczna kapitalizacja odsetek i pozyczyl ja na 6% rocznie
z ta sama kapitalizacjg. Ile zyskal bank w ciaggu pieciu lat, a ile zyskal w ciggu dziesieciu lat?
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3.29. (R) Dane sa liczby: V6 — /5, V6 + /5, 5_2‘/57 2?}5/5 Zbadaj, czy wsrod tych liczb jest para liczb

przeciwnych i czy jest wérdd nich para liczb odwrotnych.

3.30. (R)
a) Oblicz

(SN NI N ST 1
1-v2  V2—v3 1 VB-VA  Va—v5 T V/99-v100°
b) Oblicz a* + b, gdy a®> +b*> =9 oraz a + b = 1.

c) Wykaz, ze jeSli x + y+ 2 =0, to zy + yz + zz < 0.

S seiedl] &L — 92 _ 43 _  _ Gn artagtast..tan _ a1
d) Wykaz, ze jesli ¢+ = §2 =32 = ... =32 1 by +ba+bg+ ...+ b, # 0 to Fppam=mm = 1.

4 Zbiory

4.1. Zbiér A ma 12 elementéw, zbiér B ma 9 elementéw, zbiér A U B ma 17 elementéw. Ile elementéw nalezy
do zbioru A\ B.

4.2. Wykonaj dzialania na zbiorach:
a) C,N
b) W, NW
c) A={1,2,3,4}, B={-2,-1,0,1,2}
d) A={zreN: 10|z}, B={zeN:5z}

4.3. Zbior A jest zbiorem tych wszystkich liczb rzeczywistych,
ktére spelniaja nieréwnosé |z + 24| < 96, a zbiér B jest
przedstawiony na osi liczbowej.
a) Zapisz zbiér A w postaci przedzialu liczbowego. -42 792 X
b) Opisz zbiér B za pomoca nieréwnosci z wartoscia bez-
wzgledna.
c) Wykaz, ze liczba 72 nalezy do zbioru A\ B.

4.4. Wyznacz wszystkie liczby = € R, ktére spetniajg nieréwnoéé z? < 4x, ale nie spelniaja nieréwnoéci
|z +2| < 3.

4.5. Dane sa zbiory: A= {z € R:2%2—42—5<0} oraz B={z € R:2? -3z > 0}. Zaznacz na osi liczbowej
zbiory A i B oraz wyznacz zbiory AN B i B\ A.

4.6. Zbiér A jest zbiorem rozwigzan nieréwnoéci: —x? 4+ 2x +3 > 0, zbiér B jest dziedzing funkcji wymiernej

W(z) = 2229 Wyznacz réimice zbioréw A \ B.

T dx—zx2-
4.7. Dane sa zbiory: A={z€R:[5—z[>3}, B={z€R:2?-9>0} i C={zeR:Z <1}
a) Zaznacz na osi liczbowej zbiory A, B, i C.
b) Wyznacz i zapisz za pomoca przedzialu liczbowego C'\ (AN B).

4.8. Dane sa zbiory liczb rzeczywistych: A = {z: |z +2| < 3} oraz B = {z: (22 —1)3 < 823 — 1322 + 62 + 3}.
Zapisz w postaci przedzialéw liczbowych zbiory A, B, AN B oraz B\ A.

4.9. Na osi liczbowej zaznaczono przedzial A zlozony z tych liczb rzeczywistych, ktorych odlegto$é od punktu 1
jest niewieksza od 4, 5. Przedzial A przesunieto wzdluz osi o 2 jednostki w kierunku dodatnim, otrzymujac
przedzial B. Wyznacz wszystkie liczby catkowite, ktére naleza jednoczesnie do A i do B.

4.10. Dane sa zbiory: A={r €R: |z —4|>7} oraz B={x € R:2? > 0}. Zaznacz na osi liczbowej:
a) zbiér A
b) zbiér B
c) zbiér C' = B\ A.

4.11. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Wskaz zdanie prawdziwe:
(A)NNnC=N (B)WCN (C)CnN=C (D) CuN=C
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b) Suma zbioréw A = (—5;0) i

B =(-1;3) Jest
(A) AUB = (-5;3) (B) AUB = (-1

:0) (C) AUB = (~5; 00) (D) AUB = (0,3)

c¢) Hloczynem zbioréw A = (—00;0) i B = (—3;2) jest:
(A) AnB=(-3;0) (B) ANB = (—o0;2) (C) AN B = (2;00) (D) AnB=(-3,0)

d) Roznica zbioréw A = (—1;1) i B = (0;2) jest:
(A) B\A=(1;2)  (B)B\A=(-1,0)  (C)B\A=(-1;0) (D) B\A=(-1;0)

e) Wskaz zbiér rozwiazan réwnania |3z — 2| = 4

(A) {40} (B) {3;2} (©) {3:-2} (D) {-%:2}

f) Zbiorem rozwiazan nieréwnosci |z — 2| < 4 jest:

(A) (—00;=2) U (6;00) (B) (=2;6) (C) (=26 (D) (=003 =2) U (6;00)

g) Wskaz zbiér B = NN (—1;4)
(A) {0;1;2;3;4} (B) {-1;0;1;2;3} (C) {0;1;2;3} (D) (0;4)

h) Wyznacz zbiéor B={z:xz€C i |z+1| <2}
(A) {0;1} (B) {-3;-2;-1;0;1} (C) (=3:1) (D) {-2;-1;0}

i) Wartos$¢ wyrazenia V27 + V48 + /75 jest rowna;
(A) V150 (B) 12 (C) 12V3 (D) —5v3

4.12. (R) Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb z, ktére spelniaja réwnoéé |z —1|+ |z —3| = 2. Niech B bedzie
zbiorem wszystkich punktow na osi liczbowej, ktorych suma odlegloéci od punktéw 4 i 6 jest niewieksza niz
4. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B oraz wszystkie punkty, ktére nalezg jednoczeénie do A i do B.

4.13. (R) Niech A = {(z,y); |z|+|y| <2}, B={(z,y); -1 <z <1A2<y<6}. Ktéry z tych zbioréw ma
wieksze pole?

4.14. (R) Zaznacz w ukladzie wspotrzednych zbiér punktéw, ktérych wspélrzedne spelniaja nieréwnosé:
logi (2 — 2?2 —y?) > —1.

4.15. (R) Dane sa zbiory A = {z; * € RA 2% — 423 — 822 4 32 > 0},
B ={z; x € RAlog, (4 —2?) > log,, (6x — 3)}. Wyznacz zbiory AN B, A\ B.

4.16. (R) Zaznacz zbiér wszystkich par (z, y) liczb rzeczywistych, dla ktérych wyrazenie /4 — 22 — y2— m

ma wartos¢ rzeczywista. Zbior ten przedstaw graficznie na plaszczyznie XOY.

4.17. (RR) W ukladzie wspolrzednych zaznacz zbiér AN B, gdy: A = {(z,y); v > -2 ANy < 0},
B={(z,y); v* <lz+1}.

4.18. (RR) W ukladzie wspéhrzednych XOY zaznacz iloczyn kartezjanski A x B, gdy: A = {z; |z| > 1}
B={y; [yl <1}

5 Funkcja i jej wlasnosci

5.1. Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe funkcji:
a) f(z) = % oraz sporzadz wykres
b) f(z) = W
c) f(x) =2~ ||

d) f(z) = 31”;2 oraz sporzadz wykres

e) fla) = 254
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5.2,

5.3.

5.4.

9.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Wyznacz wzér funkcji g(x) = f(x —3) — 1, gdy f(z) = 2? isporzadz jej wykres.

Na podstawie wykresu funkcji ustal:

a) dziedzine funkcji i jej zbiér wartosci,

b) miejsca zerowe oraz przedzialy monotonicznoscei,

c) argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci do-
datnie i ujemne.

Dana jest funkcja f(x) = NWD(z,4) dla « € {1,2,3,4,5,6,7,8}, gdzie zapis NW D(x,4) oznacza naj-
wiekszy wspélny dzielnik liczb x i 4.
a) Uzupelnij tabelke

f(z)

b) Naszkicuj wykres funkcji f.
¢) Podaj zbidér wartosci funkcji g(z) = f(x) + 3.

Dany jest wykres pewnej funkcji, gdzie z € R. Sporzadz
wykres funkcji:

b) y = —f(-=),

(R) c) y = [f(z)].

Opisz przeksztalcenia jakie wykonales.

x+ 2, dla z e (-1,1)
—(z = 1), dla x€(1,3)
a) Sprawdz, czy liczba a = (0,25)~% nalezy do dziedziny funkcji f(z).

b) Oblicz f(2) oraz f(3).

¢) Sporzadz wykres funkeji f(x).

d) Podaj rozwiazanie réwnania f(z) = 0.

e) Zapisz zbidr wartodei funkeji f(z).

Funkcja f(x) jest okre$lona wzorem: f(x) = {

Dany jest wykres funkcji y = f(x) okreslonej dla

x € (—6,6).

Korzystajac z wykresu funkcji zapisz:

a) maksymalne przedzialy, w ktérych funkcja jest ro-
snaca,

b) zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie,

c) najwieksza warto$é¢ funkcji f w przedziale (=5, 5),
d) miejsca zerowe funkeji g(z) = f(xz — 1),

e) najmniejsza warto$é funkeji h(z) = f(x) + 2.

Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.
a) Dana jest funkcja f(z) = ;f:f;o.

(A) Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.
(B) Wykres funkcji f przecina o$ OY w punkcie o rzednej dodatniej.
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(C) Zbiér liczb podzielnych przez 5 jest zawarty w dziedzinie funkcji f.

b) Wykresy funkcji: f, g, h otrzymano przez odpowiednie przesunie-
cia wykresu funkcji y = 6z2.
(A) Funkcja f jest okrelona wzorem f(x) = 6z2 — 6.
(B) Funkcja g jest okreslona wzorem g(z) = 622 + 36z + 54.

(C) Wykres funkcji h przechodzi przez punkt (2,32).

¢) Funkcja f: R — R okreSlona wzorem f(x) = |z + 3| —4:
(A) maleje w przedziale (—oo;0),

(B) dla = € (1, 00) przyjmuje wartodci dodatnie,

(C) przyjmuje wartos¢ —r dla dwdch réznych argumentéw.

5.9. (R) Opisz spos6b, w jaki nalezy przksztalcié wykres funkcji f(x) = sin3x, aby otrzymaé wykres funkcji
g(z) = sin(3x + 7).

5.10. (R) Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej n > 1 najwicksza liczbe catkowita spelniajaca
nieréwnosé x? — 3nx + 2n? < 0 o niewiadomej . Wyznacz wzér funkcji f.

5.11. (RR) Funkcja okresowa f ma okres podstawowy 4. Naszkicuj wykres tej funkcji, jezeli dla x € (—2,0)

okreglona jest wzorem f(z) = 1.

5.12. (RR) Wskaz przedzialy monotonicznosci funkcji f(x) = x — [z], gdzie [z] oznacza czesé catkowity z x.

5.13. (RR) Korzystajac z definicji funkcji zbadaj monotonicznoéé funkcji f o wzorze f(r) = -2 w zbiorze liczb

R . x+1
rzeczywistych dodatnich.

5.14. (RR) Zbadaj na podstawie definicji, czy funkcja f jest réznowartosciowa:
a) fz)=1-x
b) f(z) = (z-3)*+1

5.15. (RR) Zbadaj parzystosé¢ funkcji f.
a) f(z) =251
(@) = e

5.16. (RR) Rysunek przedstawia fragment wykresu pewnej funkcji wielomianowej
w(x) stopnia trzeciego. Jedynymi miejscami zerowymi tego wielomianu
sa liczby (—2) oraz 1, a pochodna w'(—2) = 18.
a) Wyznacz wzér wielomianu w(z).
b) Wyznacz réwnanie prostej stycznej do wykresu tego wielomianu w X
punkcie o odcietej = = 3.

6 Funkcja linowa

6.1. Uzasadnij, ze punkty: A = (—1,1), B = (1,5) i C' = (1000, 2003) naleza do jednej prostej.
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6.2. Dana jest prosta p o réwnaniu y = %x — 4 oraz punkt A = (4, 3).
a) Wyznacz réwnanie prostej ¢ prostopadlej do prostej p i przechodzacej przez punkt A.
b) Wyznacz wspélrzedne punktu, w ktérym przecinaja si¢ proste p i g.
c¢) Oblicz pole tréjkata ograniczonego tymi prostymi i osia OY'.

6.3. Dana jest funkcja f o wzorze f(z) = —3x + 3.
a) Wyznacz wzoér funkcji g, wiedzac, ze jej wykres jest réwnolegly do wykresu funkeji f oraz przechodzi
przez punkt A = (1, 3).
b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f i g.
¢) W jednym ukladzie wspéirzednych narysuj wykresy funkeji f i g.
d) Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji f i g oraz osiami uktadu wspéirzednych.

6.4. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji y = ax + 3.
a) Wyznacz wzér funkcji.

b) Wykonaj wykres funkcji dla tych x, ktére spelniaja nieréwnosé: “37% + % > 0.

6.5. Dana jest funkcja f(z) = 3z + b,z € R oraz wiadomo, ze f(x —2) = 3z — 5.

a) Wyznacz wspolezynnik b i podaj wzoér funkeji f.

b) Narysuj wykres funkcji g(z) = f(x) + 2 i oblicz, dla jakich argumentéw wartosci funkeji g sa ujemne.
6.6. Punkty A = (6,—5), B=(—1,9),C = (-1,3) i D = (3,—5) sa wierzcholkami trapezu ABCD.

a) Wyznacz réwnania prostych zawierajacych podstawy tego trapezu.
b) Uzasadnij, ze prosta o réwnaniu y = %x — 1—23 zawiera wysokos¢ trapezu poprowadzona z wierzchotka D.
6.7. W ukladzie wspdlrzednych sa dane dwa punkty: A = (—2,2) i B = (4,4).

a) Wyznacz réwnanie prostej AB.

b) Prosta AB oraz prosta o réwnaniu 9z — 6y — 26 = 0 przecinaja sie w punkcie C. Oblicz wspdlrzedne

punktu C.

¢) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.

6.8. Dane sa proste o rownaniach 22 —y —3=012x -3y — 7 =0.
a) (R) Zaznacz w prostokatnym ukladzie wspdlrzednych na plaszczyznie kat opisany ukladem nieréwnosci:
20 —y—-3<0
{ 2r —3y—7<0
b) Oblicz odleglosé punktu przeciecia sie tych prostych od punktu S = (3, —8).

6.9. Punkty A, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami kwadratu. Bok BC' jest zawarty w prostej o réwnaniu
Yy = —%x — 3. Wyznacz wspoélrzedne punktu B wiedzac, ze wierzcholek A ma wspélrzedne (—1, —1).

6.10. Do wykresu pewnej funkcji liniowej naleza punkty A = (4,m?), B = (5,9). Dla jakich wartoéci parametru
m funkcja jest malejaca, dla jaki rosnaca, a dla jakich stata?

6.11. Rozwiaz rownania:
a) V62 — V3 =V12 -3z
b)ym—(m—172%=m+1)(-m+1)
c)10+|1—2z[=15
d) 3|t + 1] = |2t + 2

6.12. Zebrano 6 kg $wiezych grzybéw zawierajacych 90% wody. Ile beda wazyly te grzyby po wysuszeniu, jesli
zawarto$é wody spadnie do 40%.

6.13. Rozwiaz nieréwnosci, rozwiazanie przedstaw na osi liczbowe;j.
3z—1 _ x+4 5x—11
a) =5 3 2 1

b) 5z —2(2(3z — 1) — 3z) > 1 — 6z
c) |3z +6/ <9
d) 2|z| +2 > |z

e) |4—1z| >3
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6.14. Rozwiaz uklad réwnan:
a { Olet02y=1 4a(x +5) — 8x(y + 3) + 4y = 4(z — y)? 0 iT+3y=3
2y=zx+1 20 +3(y+1)=2 y=—2x+6

6.15. a) Ojciec polecil synowi rozwiazaé¢ 17 zadan i powiedzial, ze za kazde poprawnie rozwiagzane zadanie da
mu 3 zlote, a za kazde btednie rozwiazane zabierze mu 4 ztote. Ile zadan syn rozwiazal poprawnie, jesli od
ojca otrzymal tylko 2 ztote?

b) Z miasta A wyruszyly jednoczesnie dwa samochody. Srednia predko$é jednego samochodu jest o 20%
mniejsza niz drugiego. Po pewnym czasie odlegloéé szybszego samochodu od miasta A wynosita 80km, a
wolniejszego 60km. Oblicz érednie predkosci samochoddw.

6.16. Dwie siostry maja razem 41 lat, a ich mama jest dwa razy starsza od starszej z sidstr. Za pieé lat wszystkie
razem bedg mialy 100 lat. Ile lat maja siostry, a ile ich mama?

6.17. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Wykres funkcji g(z) = =2z +4:
(A) przechodzi przez punkt (—%, %) ,
B) nie przechodzi przez IV ¢éwiartke uktadu wspoétrzednych,
€ €

(C) przecina prosta x — 3y — 15 = 0 w punkcie (9, —2).

b) Dana jest funkcja f(z) = (v2 — 1)z — 1.
(A) Miejscem zerowym funkcji f jest liczba /2 + 1.
(B) Wykresem funkcji f jest prosta réwnolegla do prostej y =

[y
V2+1°
(C) Prosta prostopadta do wykresu funkeji f ma wspétezynnik kierunkowy réwny —1 — /2.

c) Do wykresu funkcji y = (v/3 — v/2)z — 1 nie nalezy punkt:
(A) (V3 + v2,0).
(B) (V2,16 3).
(C) (v3,3— V6).

d) Proste ma —3y —15=0i2z+ Jy+5=0:
(A) sa réwnolegle dla m = 12,
3

(B) sa prostopadie dla m = {,

(C) przecinaja sie w punkcie (0,5) dla m = 12.

6.18. (R) Narysuj wykres funkeji f i podaj jej wlasnosei:
a) f(r) = —lz+2[+1
b) f(z) = |4 — 2z|

6.19. (R) Dana jest funkcja f(z) = |z — 1| — |z + 2| dlaz € R.
a) Wyznacz zbiér wartodci funkeji f dla z € (—oo, —2).
b) Naszkicuj wykres tej funkcji.
c¢) Podaj jej miejsca zerowe.
d) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie f(x) = m nie ma rozwiazania.

x4+ 9, dla x < =5
6.20. (R) Funkcja f jest okre$lona wzorem: f(z)=¢ —x+2, dla —5<x<5h
x — 6, dla =5
Miejscami zerowymi tej funkcji sa:

(A) —5,2,6
(B) 2,6

(C) =5,2
(D) —5,-2,6

6.21. (R) Dane sa funkcje liniowe g i h okreslone wzorami: g(x) = ax +b1i h(x) = bx + a. Wiadomo, ze funkcja
g jest rosnaca, a funkcja h malejaca.
a) Wyznacz pierwsza wspélrzedna punktu przeciecia wykreséw tych funkcji.
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b) Oblicz liczby a i b wiedzac, ze wykresy funkcji g i h sa prostymi prostopadlymi, a punkt ich przeciecia
lezy na osi OX.

6.22. (R) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru p, dla ktérych réwnanie | — 2| + |z + 3| = p ma dokladnie
dwa rozwiazania.

z>=0
6.23. (R) Oblicz pole figury wyznaczonej przez uklad nieréwnosci: y+r <o

6.24. (R) Opisz za pomoca ukladu nierownosci zbiér punk-
tow tréjkata PAM przedstawionego na rysunku.
Uzasadnij, ze trojkat PAM jest prostokatny.

6.25. (R) Rozwiaz réwnania i nieréwnoséi:
a)lx+2|=3—-vz2-2zx+1
b) |3z + 6| — |2 — 2| =« + 8
c)m+3+|-m+1=5
d) 2|z|+3| <5
e) |t+6|+ |4t +4] > 1
£) 3—k| <|1 -k
g) |22 — 1| > 1 — x - rozwiaz graficznie.

funkcji f oraz rozwiaz nieréwnosé: f(|2z + 1]) < 13 — 3.

6.27. (R) Okredl liczbe rozwiazan réwnania z niewiadoma x, gdy:
a) a’r +1=a%+azx

b) B—m)z=4+=z

6.28. (R) Podaj dla jakiej wartosci parametru m proste o réwnaniach mz — (2m — 3)y +3 =0,
(2m+5)x + (m+6)y — 6 = 0 sa réwnolegle oraz prostopadle.

(m—1x—-2y=m

6.29. (R) Zbadaj liczbe rozwiazan ukladu réwnan: { 32+ my = —2

w zaleznosci od parametru m. Dla

m = 1 rozwiaz ten uklad graficznie.

3r—2y=m-—11

T4y=2m+3 jest para liczb:

6.30. (R) Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu réwnan {

a) dodatnich,
b) ujemnych,
¢) o réznych znakach ?

7 Funkcja kwadratowa

7.1. Dana jest funkcja f(z) = —22 + 62 — 5.
a) Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbiér wartosci.
b) Podaj rozwigzanie nieréwnosci f(z) > 0.

7.2. Funkcja kwadratowa y = f(x) osiaga najwieksza warto$é réwna 6 dla argumentu z = 2. Znajdz wzoér tej
funkcji, wiedzac, ze x = —1 to jedno z miejsc zerowych tej funkeji.

7.3. Wiedzac, ze liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f(z) = 22+bxr—12, wyznacz wspélczynnik
b oraz drugie miejsce zerowe tej funkcji. Przedstaw wzér funkcji w postaci kanonicznej i iloczynowe;j.

7.4. a) Wyznacz wspolczynnik b tak, aby przedziat (—8,00) byt zbiorem wartosci funkcji f(x) = 22 + bx + 1.
b) Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = (1 — z)(x + 1) 4+ 22. Wyznacz zbiér wartosci funkeji f.
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7.5. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej g jest przedzial (—oo,5), a zbiorem rozwiazan nieréwnosci g(z) > 0
jest przedzial (2,8). Wyznacz wzér funkcji g.

7.6. Dla kazdej liczby rzeczywistej b rownanie y = %xz — bz + 2 opisuje pewna parabole. Wyznacz wszystkie

wartoéci parametru b, dla ktorych wierzchotek paraboli lezy nad osig OX.

7.7. Pewna parabola o wierzchotku W = (2,5) przecina o§ w punkcie
A = (0,4). Wyznacz wzér funkeji kwadratowej, ktérej wykresem
jest parabola. Wyznacz miejsca zerowe tej funkcji.

7.8. Wyznacz wspoélczynniki b i ¢ tréjmianu y = 22 + bz + ¢, jesli
spelniony jest warunek:
a) tréjmian osiaga najmniejsza warto$é réwng 7 dla x = —1,
b) tréjmian przyjmuje wartosci ujemne tylko dla z € (—1,4),
c) wykres tréjmianu jest symetryczny wzgledem prostej x = 3 i
przecina o§ OY w punkcie (0, 5).

7.9. Znajdz wzoér funkcji kwadratowej y = f(x), ktérej wykresem jest
parabola o wierzchotku (1, —9) przechodzaca przez punkt o wspél-
rzednych (2, —8). Otrzymana funkcje przedstaw w postaci kano-
nicznej. Oblicz jej miejsca zerowe i naszkicuj wykres.

7.10. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji w podanym przedziale:
a) f(z)=2%—-2x, =€ (-1,3),
b) f(z) = 2% +4x +4, z € (—4,-3),
c) fx) =222 —4x + 11, z € (0,4).

7.11. Funkcja kwadrtowa f okreslona wzorem: f(x) = ax?+ bx + ¢ ma jedno miejsce zerowe oraz do jej wykresu
naleza punkty A = (0,1) i B = (2,9).
a) Wyznacz wartosci wspolczynnikéw a, b i c.
b) Oblicz miejsca zerowe funkcji f.
¢) Wyznacz przedzialy monotonicznosei funkcji.

7.12. Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f jest liczba 5, maksymalny przedzial, w ktérym ta funkcja
jest malejaca to (2, +00). Najwieksza wartos$é funkeji f w przedziale (—8, —7) jest réwna (—24). Wyznacz
wzor funkcji f i narysuj jej wykres.

7.13. Podaj miejsca zerowe funkcji okreslonych dla wszystkich liczb rzeczywistych x :
flz) =z(x+2), gl) =(x—=5)(x+2), h(z)=(5-2x)(2x+1).

7.14. Druga wspélrzedna punktu M nalezacego do wykresu funkceji okreélonej wzorem y = 22 — x + 1 jest
.. 1 . N . 2 . . 2
mniejsza od 92. Podaj najwigkszy przedzial, do ktérego nalezy pierwsza wspodlrzedna.

h(t) = —5t* + 50t + 10

h(t)[m]
7.15. Pocisk wystrzelony pionowo w gére, po osiggnieciu 100 T
maksymalnego punktu toru, spada w dét. Funkcja
h(t) = —5t2450t+10 przyporzadkowuje czasowi t (w
sekundach) lotu wysoko$é h (w metrach), na ktérej 50 4

znajduje sie pocisk. Oblicz maksymalng wysoko$é,
na ktoérej znajdowal sie pocisk.
IIIIIIIIIIIIt[S]

-1 1 2 3 45 6 7 8 91011

7.16. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej x z przedzialu (—4,—2) polowe kwadratu tej

liczby pomniejszona o 8.

a) Podaj wzor tej funkcji.

b) Wyznacz najmniejsza wartosé funkcji f w podanym przedziale.

7.17. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie dodatniej x réznice liczb wyrazajacych pole kwadratu o boku
z i dlugosci przekatnej tego kwadratu.
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a) Podaj wzor funkeji f i narysuj jej wykres.
b) Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji f w przedziale (%, 2\/5)

7.18. W roku 2005 na uroczystosci urodzin zapytano jubilata, ile ma lat. Jubilat odpowiedzial: ,Jesli swoj wiek
sprzed 10 lat pomnoze przez swoj wiek za 11 lat, to otrzymam rok mojego urodzenia”. Uléz odpowiednie
rownanie, rozwiaz je i zapisz, w ktérym roku urodzit si¢ ten jubilat.

7.19. Samoché6d przebyt w pewnym czasie 210 km. Gdyby jechal ze $rednig predkoscia o 10 km/h wigksza, to
czas przejazdu skrocitby sie o pot godziny. Oblicz, z jaka Srednia predkoécia jechal ten samochdd.

7.20. Sklep sprowadza z hurtowni kurtki ptacac po 100 zl za sztuke i sprzedaje srednio 40 sztuk miesigcznie po
160 zl. Zaobserwowano, ze kazda kolejna obnizka ceny sprzedazy kurtki o 1 zl zwigksza sprzedaz miesigeczna
o 1 sztuke. Jaka cene kurtki powinien ustali¢ sprzedawca, aby jego miesieczny zysk byl najwigkszy?

7.21. Funkcja kwadratowa f(z) = —%x2 + bx + ¢ przyjmuje jednakowe wartosci dla argumentéw 11 5. Do
wykresu tej funkcji nalezy poczatek ukladu wspoélrzednych.
a) Wyznacz wartosci wspotezynnikéw b i c.
b) Dla wyznaczonych wartosci wspétezynnikéw b i ¢ naszkicuj wykres funkcji f.

7.22. Wykaz, ze dla m = 3 nieréwnoéé¢ x2 + (2m — 3)x + 2m + 5 > 0 jest spelniona przez wszystkie liczby
rzeczywiste x.

7.23. Wyznacz dziedziny funkcji: f(z) = /(1 —2)(3 —z) oraz g(z) = /1 — 2 - /3 —x. Sprawds, czy te
dziedziny sa rowne.

7.24. a) Liczbe 42 przedstaw w postaci sumy dwéch skladnikéw tak, by réznica ich kwadratéw byta réwna 168.
b) Jezeli odejmiemy od danej liczby jej odwrotnoéé, to otrzymamy 29—0. Jaka to liczba?
¢) Kwadrat piatej czesci stada malp zmniejszonej o 3 schowatl sie w jaskini. Zostala na widoku jedna malpa,
ktéra weszla na drzewo. Ile bylo malp?
d) Znajdz trzy kolejne liczby parzyste tak, aby suma kwadratéw dwoch mniejszych liczb byla réwna kwa-
dratowi trzeciej liczby.

7.25. Rozwiaz uklady nieréwnoéci:
) | +4] =2 b) (22 +1)2 =222 — 102 > 5+ (z — 1)?
N —5x—-1)>a(z—-1) 2— 2245 o 12

7.26. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Najmniejsza wartosé¢ funkeji f jest liczba dodatnia dla:
(A) f(x) =22 — 22 + 2,

(B) f(z) =32 + 6z + 1,

(C) f(z) = (z-19)* - .

b) Miejscami zerowymi funkcji y = 422 + bz + ¢ sa liczby 5 i —3, zatem:
(A)b=2ic=-8,

B)b=—-2ic=-15,

(C) b=-81ic=-60.

c) Réwnanie 222 + 3z +m = 0 nie ma rozwigzah wtedy i tylo wtedy, gdy:
(A) m< 2,

(B)me (8%, 00) ,

(C) m > 1,125.

d) R jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci:
(A) 5z + 42 +1>0,

(B) —422 —1 <0,

(C) 22 +3>0.
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e) Zbiorem wszystkich rozwiazan nieréwnoéci 22 > 4 jest:
(A) (2500),

(B) (_27 2)7

(C) (—00,-2) U (2,00)

f) Na podstawie fragmentu wykresu funkcji kwadratowej f(z) wskaz,
ktoére zdanie jest prawdziwe.

(A) Miejscami zerowymi funkeji sa liczby: —2 oraz 4.

(B) Funkcja jest rosnaca w przedziale (—2,4).

(C) Funkcja przyjmuje wartosci wigksze od zera dla z < 1.

(D) Zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (—oo,9).

7.27. (R) Rozwiaz réwnania:
a) 2t —3(2%2 - 1) =7(22 - 3)
b) Vz—1=2z-3
c) |z + 1 -2 =1
d) |z% + 4z — 5| + |2? + 4z| = 5.

7.28. (R) Rozwiaz nieréwnosé:
a)5y/r—3>xz+1
b) 422 — 4z + 3| < 2
¢) (jal —2? < 1
d) |z|+|r—2] > 22 -2z +1.

7.29. (R) W pewnej klasie bylo 21 uczniéw. Klasa podzielila sie na dwie grupy. Kazdy uczen z okazji zakoniczenia
roku szkolnego podarowal upominek wszystkim pozostaltym kolegom ze swojej grupy. Jakie liczne byly
grupy, jezeli liczba upominkéw byta najmniejsza z mozliwych.

......................... oy
7.30. (R) Jednokierunkowa droga o szerokoSci 8 m prowadzi przez:....i-..ioooioi B i
tunel. Przekrdj poprzeczny tunelu, przedstawiony na ry-: : = @ /. g NCor s

sunku, ma ksztalt zblizony do tuku paraboli o réwnaniu: 72 I

y = f%xQ + 6. Sprawdz, wykonujac odpowiednie oblicze—%'-'-§'""§'" '''' 4— """ ----

nia, czy ciezaréwka wiozaca prostopadloscienny kontener o: /| i 3| S AN
szerokodci 4,8 m moze przejechaé¢ tym tunelem, jezeli naj- )

wyzszy punkt kontenera znajduje si¢ 4 m nad droga. SRR 0N REARRAEA T ooy

1 :

i i i p 0 i i i X
Ts 1o T3 T2 T Jo Tt T2 T3 T4 75

1

7.31. (R) Wierzchotki tréjkata réwnobocznego ABC sa punktami paraboli y = —2? + 6x. Punkt C jest jej
wierzchotkiem, a bok AB jest rownolegly do osi OX. Sporzadz rysunek w ukladzie wspélrzednych i wyznacz
wspolrzedne wierzchotkow tego tréjkata.
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7.32. (R) Podstawa AB trapezu ABCD jest zawarta w osi OX,
wierzchotek D jest punktem przeciecia paraboli o réwnaniu
y = —%x2 +2x+6 z osia OY . Pozostale wierzcholki trapezu
réwniez leza na tej paraboli (patrz rysunek). Oblicz pole
tego trapezu.

7.33. (R) Sporzadz wykres funkcji f danej wzorem f(x) = 2|z| — 22, a nastepnie, korzystajac z niego, podaj
wszystkie wartosci x, dla ktérych funkcja f przyjmuje maksima lokalne i wszystkie wartosci x, dla ktérych
przyjmuje minima lokalne.

7.34. (R) Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 1% — 2.
a) Narysuj wykres funkcji f w przedziale (—4, 3).
b) Narysuj wykres funkcji g(z) = %i;‘, ktorej dziedzing jest zbidr (=5, —2) U (—2,2) U (2,5).
c) Zapisz zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z) < 0.

7.35. (R) Dane jest réwnanie x2 + bz + ¢ = 0 z niewiadoma z. Wyznacz wartosci b oraz c tak, by byly one
rozwigzaniami danego réwnania.

7.36. (R) Dane jest réwnanie 2% + mz +m — 1 = 0 z niewiadoma z. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej
m wszystkie rozwiazania tego rownania sa liczbami catkowitymi.

7.37. (R) Dane jest réwnanie 22 + (3m — 2)z = —m — 2 z niewiadoma z. Sformutuj warunki, jakie powinien
spelnia¢ parametr m, by to réwnanie mialo dwa rézne pierwiastki, ktérych suma odwrotnosci jest dodatnia.

7.38. (R) Wyznacz wszystkie liczby catkowite k, dla ktérych funkcja f(x) = 22 — 28 - x + 2F + % przyjmuje
wartoéci dodatnie dla kazdego x € R.

7.39. (R) Wyznacz wartoéci parametru a, dla ktérych réwnanie ax? — (a +2)x +a +2 = 0 ma rézne pierwiastki
dodatnie.

7.40. (R) Wyznacz takie wartosci parametru m, dla ktérych rozwiazania z7 1 o réwnania
2% + 13z — 24 = (10 — m)x — 15, spelniaja warunek

22+ 22 = 3120
7.41. (R) Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie: —x? + 4r = m ma dwa pierwiastki, z ktérych kazdy
jest wiekszy od 1.
7.42. (R) Jaki prostokat o obwodzie réwnym 10 cm ma najkrétsza przekatna.

7.43. (R) Dla jakich wartosci parametru m € C, pierwiastki funkcji kwadratowej zadanej wzorem
f(x) = 2% — 32z +m+1 speliaja nieréwnoéé:
x% + ac%

> 17
11X

7.44. (R) Dla jakich wartoéci parametru k rozwiazania réwnania x> — (k 4+ 1)z 4+ % = 0 sg réwne sinusowi i

5
cosinusowi tego samego kata?
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8 Uklady rownan i nieré6wnosci stopnia drugiego

8.1. Wyznacz na osi OX punkt o nieujemnych wspélrzednych odlegly o 3 od poczatku przeciecia sie prostych
y=3r—2iy=—x+2

8.2. Wyznacz tak parametry a i b, aby proste 1: (2a+ 1)z —by=0 i k: (3a—5)x —2by — 7 = 0 przecinaly
sie w punkcie P = (1,—1).

8.3. a) ZnajdZ wspohrzedne punktéw przeciecia sie paraboli i prostej o podanych réwnaniach: y = x? — 62 + 8,
y—x=2.
b) Wyznacz wspdlrzedne punktéw wspolnych prostej y = 2x+1 oraz hiperboli y = % Wykonaj ilustracje
graficzna.
c) Wyznacz wspéhrzedne punktéw wspoélnych prostej —a +y —2 =0 oraz okregu (z+3)? + (y —2)2 = 9.
Wykonaj interpretacje graficzna.

8.4. Tle punktéw wspélnych ma okrag o réwnaniu 22 + (y — 3)2 = 6 z prosta o réwnaniu 3z +y —15=0?
8.5. Oblicz dtugosci bokéw prostokata, ktérego pole jest réwne 25cm?, a obwéd 25cm.

8.6. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

- oyt i=-2 |
a) Rozwiazaniem ukladu réwnan ¢ 22, 53, _ 3 Jest:
A) 20 B) (24 (€ (24 (D)0
b) Sposréd zapisanych nizej ukladéw réwnan wskaz ukltad nieoznaczony:
(4) { ngr—l—Q ggj z} (B) { g:;r—fiy::lQ (©) { ;;—SZ z} (D) { ix++22y::26

d) Prosta dana réwnaniem 2z +y = 3 i parabola y — 22 + 1 = 0 maja:
(A) 1 punkt wspdlny

(B) 2 punkty wspdlne

(C) 3 punkty wspdlne

(D) 0 punktéw wspdlnych

e) Wskaz interpretacje graficzna uktadu { Y=
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f) Dany jest okrag (z — 3)% + (y + 3)? = 9.Ktére zdania sa prawdziwe?

I Okrag ten jest styczny do obydwu osi uktadu wspélrzednych.

IT Prosta x = 6 jest styczna do tego okregu.

ITTI Prosta y = = nie ma punktéw wspoélnych z tym okregiem.

IV Punkt P = (3,3) lezy na tym okregu.

(A) tylko I'i III (B) tylko I, IT i ITI (C) tylko IT i ITI (D) wszystkie

8.7. (R) Rozw1@z algebraicznie i graficznie uklady réwnan:

= +y =25 <+ 1y =58 422 = 9y?
a){y—x b){my:—Ql ©) 20 +3y =0

8.8. (R) Rozwiaz graficznie uklady nieréwnosci:

2 2<
a) i++yy>39 b){ yst c){“’”2+y2<4
2> <z2? -
2—y<0 x—i—y 4 y< T 2

8.9. (R) Z trzech arkuszy blachy dwa maja ksztalt kwadratu, a

trzeci prostokata. Dtugéé boku jednego z kwadratéw jest
o 2 m wieksza od dlugosci boku drugiego kwadratu. Wy- (‘_T_ C_T_
miary prostokata sa odpowiednio réwne wymiarom kwa- = 8
dratow. Ile kosztuje jeden metr kwadratowy blachy, jezeli
za pierwsze dwa arkusze w ksztalcie kwadratéow zaptacono x T +2 z
tacznie 68 zl, a za trzeci w ksztalcie prostokata 30 zl.

2?2 +y% =9

8.10. (R) Rozwiaz uktad réwnan, podaj jego interpretacje geometryczna: { 22y — 2 — 2% —3=0

8.11. (R) Wyznacz réwnanie okregu o §rodku S = (3,1) stycznego do okregu o réwnaniu x?+y?+2x—2y+1 = 0.
8.12. (R)Dane jest réwnanie okregu z? + y? = 4.

a) Ile punktéw wspélnych ma ten okrag z prosta o réwnaniu y = 2x — 57

b) Dla jakich warto$ci wspdlczynnika b prosta y = 2x 4+ b i okrag maja dwa punkty wspélne?

Wykonaj ilustracje graficzna.

8.13. (R) Dla jakich wartosci parameru a prosta o réwnaniu y = ax jest styczna do okregu opisanego réwna-
niem:
(z =3P+ (y+1)*=1

8.14. (R) Za pmoca ukladu nieréwnosci opisz zacieniowany na ry-
sunku zbiér punktow.

9 Wielomiany

9.1. a) Sprawd?, czy wielomian w(z) = 82® — 27 jest réwny wielomianowi p(x) = (22 + 3) (42 — 62 + 9).
b) Wyznacz wspétezynniki a, b wielomianu w(z) = 2® — ax? — 22 +b, gdy w(l) =3 i w(0) = —2.
¢) Rozl6z wielomian na czynniki:
pla) = (20 — 4 — (2 — 2)°
g(x) = —5x® + 302t — 4523
2(x) = 2% — 323 + 8z — 24
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9.2. Wielomian P(z) = 23 — 21z + 20 r0z167 na czynniki liniowe, to znaczy zapisz go w postaci iloczynu trzech
wielomianéw stopnia pierwszego.

9.3. Pierwiastkiem réwnania 223 — (3m — 1)a? + 72 — m = 0 jest liczba —1. Wyznacz wartoéé parametru m
oraz pozostale pierwiastki tego réwnania.

9.4. Dany jest wielomian W (z) = 22° + ax? — 14z +b.
a) Dla a =0 i b = 0 otrzymamy wielomian W (z) = 22% — 14z. Rozwiaz réwnanie 223 — 14z = 0.
b) Dobierz wartodci a i b tak, aby pierwiastkami wielomianu W (x) byly liczby 2 i (—3).

9.5. Liczby 31 (—1) sa pierwiastkami wielomianu W (z) = 223 + ax? + bx + 30.
a) Wyznacz wartosci wspdlezynnikéw a i b.
b) Oblicz trzeci pierwiastek tego wielomianu.

9.6. Dane sg przedziaty (—oo, m®+3) i (3m? +m, 00), gdzie m € R. Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych
czes$é wspoélna tych przedzialéw jest zbiorem jednoelementowym.

9.7. Liczby a,b,c sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego o ilorazie —2. Warto$¢ wielomianu
w(r) = 23 + az? + bx + ¢ dla argumentu 2 jest réwna 4.
a) Oblicz w(—3).
b) Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) przez dwumian z + 1.

9.8. Dane sa wielomiany: Q(z) = x* — 823 + 2222 — 242 + 9, P(z) = 223 — 922 + Tz + 6. Oblicz wartosci m i n,
dla ktérych wielomian W (z) = 2% + (m—4)a® — (2n+6)2? — 38z — 3 réwny jest wielomianowi Q(x) —2P(z).

9.9. Pierwiastkiem réwnania 223 — (3m — 1)z2 + 72 — m = 0 jest liczba (—1). Wyznacz warto$¢ parametru m
oraz pozostale pierwiastki tego réwnania.

9.10. Dany jest wielomian W (z) = 2 + ka? — 4.
a) Wyznacz wspoélezynnik k tego wielomianu wiedzac, ze pierwiastkiem wielomianu jest liczba (—2).
b) Dla wyznaczonej wartosci k roztéz wielomian na czynniki i podaj wszystkie jego pierwiastki.

9.11. Dany jest wielomian w(x) = 22* — az® — ba? — cx + 3.
a) Wyznacz wsp6lezynniki tego wielomianu wiedzac, ze c¢,a,b sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu geo-
metrycznego o ilorazie ¢ = 3, liczba —1 jest pierwiastkiem tego wielomianu.
b) (R) Rozwiaz w(z) <0.

9.12. Wyznacz najmniejsza wartoéé wyrazenia 2> 4+ y> wiedzac, ze = +vy = 2.

9.13. Rozwiaz réwnanie:
a)rd—z=22-1
b) 2727 = —8a*
c) 22 +22 - 13z +6=0

9.14. Rozwiaz nieréwnosc:
a) —3z%(r +2)(22 + 1)(z +1)2 <0
b) 2% > 81z
c) 2°+322+3x+1<0

9.15. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Wielomian W (z) = (a? — 5a — 6)a® + 322 — 8z + 6 jest wielomianem stopnia drugiego dla:
(A)a€eR (B) a e R\ {0} (C) a e R\ {-1;6} (D) a € {-1;6}

b) Liczba —1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (z) = 2* — 323 — 322 + Tz + 6.
(R) Pozostale pierwiastki tego wielomianu to:
(A) 2,3 (B) 6,1 (C) —2,-3 (D) -1;6

c) Wskaz zbiér rozwiazan réwnania %+ 32% — 2 — 3 =0:

(A) {-1;3} (B) {1;-3} (C) {=3:-11;3} (D) 0
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d) Wskaz zbiér rozwigzan nieréwnosci z(z +2)(1 —z)(3+ ) > 0:
(A) (=3;,-2)u(0;1)  (B) (—00; =3)U(=2;0)U(1;00)  (C) (—o0;=3)u(=2;1) (D) (=3;-2)U(1;00)

e) Wyznacz zbiér rozwigzan nieréwnosci (22 — 9)(z + 3)(2? + 42 + 3) > 0:
(A) (=3 -DHUBo0)  B) (=3-1U{3}  (C) (-os=3)U(-L;00) (D) (—00;=3)U(-1;3)

f) Dany jest wielomian W (x) = x* + 9. Wskaz zdania prawdziwe:

(A) Wielomianu W (x) nie mozna roztozy¢ na czynniki.

(B) Wielomian W (z) po rozkladzie na czynniki ma postaé¢ (x — 3)(x + 3)(z? + 1)

(C) Wielomian W (z) po rozkladzie na czynniki ma posta¢ (z — v/3)(z + v/3)(z? + 3)

(D) Wielomian W (z) po rozkladzie na czynniki ma postaé (22 — v/6x + 3)(z% + V62 + 3)

9.16. (R) Wykonaj dzielenie wielomianu w(z) = —3z* + 523 + 22 + 102 + 6 przez g(x) = 2% +2 i zapisz go
w postaci w(z) = p(x)q(z) + r(z).

9.17. (R) W wyniku dzielenia wielomianu w(x) = 223 — 522 + 2 + 1 przez wielomian p(x) otrzymano iloraz
q(z) =22 — 32+ 2 ireszte r(z) = —1. Wyznacz wielomian p(z).

9.18. (R) Nie wykonujac dzielenia wielomianéw:
a) wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 2* + 23 + 22 + 2 + 1 przez wielomian ¢(z) =z — /2.
b) sprawd, czy wielomian w(x) = *—23 7224132 —6 jest podzielny przez wielomian p(z) = 2% —3z+2.

2

9.19. (R) Dla jakich wartoéci parametru a wielomian w(z) = a?z3® — 4ax + 5 jest podzielny przez dwumian

g(z) =x+ 1.
9.20. (R) Niech w(x) = 22% — 922 — 38z + 21.
a) Wykaz, ze (z +3) jest dzielnikiem wielomianu w(z).
b) Wielomian w(z) rozl6z na iloczyn czynnikéw liniowych o wspdlezynnikach catkowitych.
9.21. (R) Wiedzac, ze liczby 1 i 4 sa pierwiastkami wielomianu w(z) = 2% + ma® 4+ 922 + 38z + n  znajdz

pozostale pierwiastki i rozwiaz nieréwnosé w(x) < 0.

9.22. (R) a) Dany jest wielomian w(z). Wiedzac, ze reszta z dzielenia tego wielomianu przez (z + 1) wynosi
2, przez (xr—8) wynosi —7, podaj wielomian, ktéry jest reszta z dzielenia w(z) przez (x +1)(z — 8).
(R) b) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego czworokatnego jest réwna 40 cm.
Krawedz podstawy ma dlugosé x. Napisz wzér funkcji opisujacej objetosé tego graniastostupa w zaleznosci
od z. Jakie sg wymiary tego graniastostupa, jeéli jego objetoé jest réwna 36 cm??

9.23. (R) Wielomian W (z) = —2x* + 523 + 922 — 152 — 9 jest podzielny przez dwumian (2x + 1). Wyznacz
pierwiastki tego wielomianu.

9.24. (R) Wyznacz wartosci parametréw p,q, dla ktérych liczba —1 jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania
23 +px? 4+ qr—2=0.

9.25. (R) Wyznacz wszystkie wartoéci k € R, dla ktérych pierwiastki wielomianu W (z) = (22 — 8z +12) - (z — k)
sg trzema trzema kolejnymi wyrazami rosnacego ciagu geometrycznego.

9.26. (R) Dla jakich wartosci parametru m reszta z dzielenia wielomianu 7 — ma1® 4+ (m — 2)21% + 22 + m? — 2
przez dwumian (x — 1) jest réwna 37

9.27. (R) Przedstaw wielomian W (z) = 2* — 223 — 322 — 4z — 1 w postaci iloczynu dwéch wielomianéw stopnia
drugiego o wspotezynnikach catkowitych i takich, ze wspdtczynniki przy drugich potegach sa réwne jeden.

9.28. (R) Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie spetniajace nieréwnoéé: 3 + 90 < 2(x + 5)2.
9.29. (R) Rozwiaz nieréwnosé: a® — 2% + 6|z — 1| < 0.

9.30. (R) Wyznacz dziedzing funkcji f(z) = m.

9.31. (R) Funkcja w(z) = 23 + ax?® + bx + ¢ osigga ekstremum y = —4 dla x = 1. Wyznacz wspélczynniki
a,b,c tej funkeji wiedzac, ze do jej wykresu nalezy punkt B = (0, —2). Rozwiaz nieréwno$¢ w(z) > 0.
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9.32. (R) Dla jakich wartosci parametru m wielomian w(x) = 23log?m — 3z2logm — 6z — 2logm jest podzielny
przez (x+1).

9.33. (R) Wiedzac, ze f(z) = 2® + 2® rozwiaz nieréwnoéé f'(2z) + f"(x) > 6z.
10 Funkcje wymierne

-1
10.1. Wykonaj dzialania i oblicz warto$¢ wyrazenia { {(éwa)S : (%) ] . (—ixy3)} : (V2272y)? dla
x = —0,375,
y = 2/3.

10.2. Wiadomo, ze x+2§j = 7. Oblicz ifgy

r—2 3y
10.3. Upro$é wyrazenie: z_ _ =z ) altay
0. Up y : Ty  zty) 2292 -
3x2+12m : _ 22 —x—2

10.4. Dane Sa WyraZenia u = m 1 W= m

a) Wyznacz dziedzine kazdego z nich.
b) Skréé utamki u i w.

¢) Zapisz u + w w postaci ulamka.

10.5. Podaj dziedzine funkcji i sprowadz ja do najprostszej postaci:

3_5,.2 _
a) f(z) = ===

25— 1) (22—
b) f(x) = G5

10.6. Wyznacz tak parametry a i b, aby do wykresu funkcji y = ‘?_;b nalezaly punkty A = (—4,6), B =
(=6, —12). ZnajdZ miejsca zerowe tej funkcji.

10.7. Do wykresu funkcji f(z) = % ig(z) = % nalezy punkt A = (29, yo). Wyznacz wspélrzedne tego punktu.
Wyznacz parametr a, aby ten punkt nalezat tez do hiperboli o réwnaniu h(z) = Z+%

x+4"
10.8. Wyznacz wszystkie wartoéci zmiennej x, dla ktérych wartosci funkcji f(z) = % sg rowne wartosciom
funkeji g(z) = %H.

10.9. Wykresy funkcji f(z) = % iglx)= kilx przecinajg si¢ w punkcie, ktérego rzedna réwna sie %
a) Oblicz odcieta punktu przeciecia wykreséw.
b) Oblicz k.

c) Dla obliczonego k rozwiaz réwnanie 1 f(z) = g(x).
10.10. Hoczyn liczb x i y jest réwny polowie ich sumy. Wyznacz liczbe y jako funkcje liczby « dla x # %

10.11. Dane jest réwnanie —x + 2y —y — 3 = 0. Wyznacz y w zaleznosci od x. Ustal warunki istnienia takiej
zaleznoéci oraz x, dla ktérego y przyjmuje wartosé 5.

10.12. a) Odleglo$é miedzy dwiema przystaniami polozonymi na rzece wynosi 8 km. Lédka przeplywa te droge
w obie strony w czasie 1 h i 40 minut. Oblicz predkosé 16dki na wodzie stojacej, jesli wiadomo, ze predkosé
pradu rzeki wynosi QkTm.

b) Dwie maszyny, pracujac réwnoczesnie, wykonuja pewna prace przez 8 godzin. Gdyby pracowala tylko
pierwsza z nich, to wykonywalaby te prace przez 24 godziny. Ile czasu wykonywalaby te prace tylko druga
maszyna?

10.13. Wykonaj dzialania, okresl dzidzine:

a) w3—3w2+3:v—1 . z2—4
3-8 2 —2x+1

x+1 . :c2+:t
b) rz—1 ° 3x—3

x+3 x—3 :1:2+9
C) r—3 + z+3 ~ z2-9

@) (- 52 ) (14 552
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10.14. Rozwiaz réwnania:

a)ac—|—1:%
b) 223 =3
©) 347 = 7
D 25 - 2

10.15. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Dziedzina funkcji F(z) = % jest zbidr:

(A) {=2;2} (B) R\ {-2;2} (C)R (D) (-2,2)

b) Miejscami zerowymi funkcji F(x) = xa%ﬁjm sg liczby:

(A) —4,1,3 (B) -3,1,4 (C) 3,1 (D) —4

¢) Rozwiazaniem réwnania ijf’ =2 jest:

(A) {-1;0} (B) {-2;-1;0;0,5} (C) {-2;0,5} (D) {-2,-1}

d) Przesuwajac wykres funkcji y = _72 réwnolegle do osi OX w prawo o 5 jednostek oraz rownolegle do
osi OY w dét o 3 jednostki, otrzymasz wykres funkgji:

(A) g(z) = 735 +5 (B) g(z) = 7% -3 (C) g(z) = 75 +3 (D) g(z) = ;5% +3

10.16. (R) Naszkicuj wykres funkcji, wyznacz jej dziedzine, zbiér wartosci, podaj réwnania asymptot, oblicz
miejsca zerowe, okresl argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie, ujemne, podaj przedzialy
monotonicznosci:

a) f(z) =1- 4
b) f(x) = =328

10.17. (R) W oparciu o wykres funkcji wymiernej okreslonej wzorem

_ az+2 4ol
flx) = tat.: Wyznacz wartosci a,b,c.

10.18. (R) Asymptota pionowa wykresu funkcji f o wzorze f(x) = ‘fj db,

jest prosta o rownaniu x = 2, a asymptota pozioma prosta y = 1.
Wyznacz wzér funkcji f.

10.19. (R) Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = %H — 1 dla wszystkich liczb rzeczywistych x # 1. Rozwiaz
nier6wnosé f(z) > f(2 — x).
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3z—1
2x+3"°

10.20. (R) Dana jest funkcja okreslona wzorem f(z) =
a) Wyznacz dziedzing i miejsca zerowe funkeji f.
b) Rozwiaz nieré6wnosé: f(z) +1 < f(x — 3).

10.21. (R) Dana jest funkcja f(z) = 1. Rozwiaz nieréwnoé¢ f(z) — f(1) < f(2®) — f(5).

x

10.22. (R) Rozpatrujemy wszystkie prostokaty o polu réwnym 6, ktérych dwa sasiednie boki zawarte sg w
osiach OX i OY ukladu wspélrzednych. Wyznacz réwnanie krzywej bedacej zbiorem tych wierzchotkéw
rozpatrywanych prostokatow, ktore nie leza na zadnej z osi ukladu wspoétrzednych. Narysuj te krzywa.

10.23. (R) ZnajdZ réwnanie prostej y = ax +b (a # 0), ktérej jedynym punktem wspdlnym z wykresem funkeji
y = % jest punkt (1,1). Oblicz pole tréjkata ograniczonego osiami ukladu wspoélrzednych i ta prosta.

z—4

10.24. (R) Sporzadz wykres funkcji f(x) = |2=5|, a nastepnie korzystajac z tego wykresu, wyznacz wszystkie

;—:4 = k, ma dwa rozwiazania, ktorych iloczyn jest liczba

wartosci parametru k, dla ktérych rownanie 5

ujemna.

10.25. (R) Funkcja homograficzna f jest okre$lona wzorem f(x) = = 3 gdziep € ]Rjest parametrem ilp] 75 V3.

a) Dla p = 1 zapisz wzér funkcji w postaci f(x) =

b) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru p, dla ktérych w przedziale (p, +00) funkcja f jest malejaca.
10.26. (R) Rozwiaz réwnanie:

a)z+ 2 =10

b) o 4 by — 2ekd

C)Lw+m

2 2
d) 1+ z+2 - r74
10.27. (R) Rozwiaz nier6wnosé:
3 < 2
a) 353 < o713
) >

1—x

10.28. (R) Przedzial (—%7 O) jest zbiorem wszystkich rozwiazan nieréwnosci = < m z niewiadomag x. Oblicz m.

10.29. (R) Wyznacz wszystkie wartosci = spelniajace warunek: —3 < % < —5.

10.30. (R) Wyznacz dziedzine funkcji f okreslonej wzorem: f(x) = ,/””32;7_;1?9”2

10.31. (R) Uzasadnij, ze funkcja f(x) = 2% + % przyjmuje dla dodatnich argumentéw wartosci nie mniejsze
od 3.

10.32. (R) Rozwiaz réwnanie:

a 5—x _ _2x—1 __ 5xz+4
z2—1 r24x+1 ~ z3-—1
3 4] _
b) [y 1| =8
6z—3| _
c) 2x+1‘ 3

10.33. (R) Rozwiaz nier6wnosé:

(z=2)%(z—1)
a) (@—5)2(z+1) X <0

)x7m+6>o

>

1
) m+1 m+2 24342
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e

2x—1
1ch2’<3

1

f) a7 <1

mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

11 Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

11.1. Wykonaj dzialania na potegach:
a) (4r7! 4 3z)(4r — 3z71)
1 1 11

b) (108° +64° —4°)2°
c) (V5-1)°
d) g3

3 5
e) 72 (3)

3.92000 4 92001

f) 101999 :
37436

8) svis

52000

11.2. Przedstaw w postaci potegi:
2) Y2 oy’
mﬁ
c) \/5+V5++5

11.3. Sprawdz, czy ciag:
a) (V5 -3 -
b) (V5 -2, =,

c) (16,2%~1 47=3) jest ciagiem geometrycznym.

175 + 38) jest ciagiem geometrycznym,

11.4. Do wykresu funkcji wykladniczej nalezy punkt A = (—1

11.5. Naszkicuj wykres funkcji:

¢) f(z) = 2% — 1 okreslonej w przedziale (—2,2)
d) f(z) = 2%~ okredlonej w przedziale (—2,2).

11.6. Wykonaj wykres funkcji f(z) =

11.7. Oblicz:
4l0g418

3l0g37
1y\log211

()

logl

log77

log,64

log%b =5

log. b= —6

logarh = 2

11.8. Oblicz:
a) logl25 + log4 — logh
b) logs36 — logs2 + logs ¢
c) log10,6 —log10,15
d) log;19 — lom%

11.9. Dany jest logz = % Oblicz:
a) logx®
b) logZs
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c) logy/x

d) log\/i?3
11.10. Dany jest logsz = —%. Oblicz:

a) log39z8
b) logs gy
c) logsv/3z6

11.11. Przedstaw podane wyrazenia w postaci jednego logarytmu:
a) 2logsz + logsy + 1
b) iloger — logay — 2
c) fl09589103 — 2logs\/Ty + %
d) 3logdx* + %logxc’ + 1logl6a® — 3

11.12. Wiemy, ze logsb = a. Wyznacz logss8.

11.13. Dana jest funkcja f(z) = logaz. Oblicz f(]lf?;;Q'

11.14. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek: logsc = logsb = logea = 2. Oblicz v abe.

11.15. Wykaz, ze prawdziwa jest rownos¢:
a) log225 + loga25 = loga125
b) logo14 + 10go,0116 = logl—l6
c) logsd + loggd = log10,125

11.16. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Wartoscig wyrazenia 93/09275+10932 jegt:
(A) 7 (B) 10 (C) 30 (D) 100

b) Liczba a =4 - 253095710952 jegt liczby:
(A) niewymierng (B) naturalng (C) pierwsza (D) zlozona

c) Liczba logs(—logs(logaV/8)) jest liczba:
(A) calkowita (B) wymierna (C) niewymierna (D) ujemna

d) Warto$é iloczynu logs2 - logs3 - logsd - ... - log109 jest réwna:
(A) logﬁ (B) log102 (C) log1p9! (D) log39

11.17. (R) Sporzadz wykres funkcji:
1

a) f(x) =—|z+4" +2
b) f(z) = —(x+3)"1 -2
c) f(z)=(z—2)° -4
11.18. (R) Narysuj w jednym uktadzie wspohrzednych wykresy funkcji f i g opisane wzorami: f(z) = 2*~! i

g(x) = |2z + 1] oraz na podstawie ich wykreséw odczytaj liczbe rozwiazan réwnania f(z) = g(z).
. . . . . . . , . (2 2t—1
11.19. (R) Dwa ciala poruszaja sie ruchem jednostajnym; pierwsze z predkoscia vy = (f) “n,

5 a drugie z
predkoscia

Vg = (%)4% €, gdzie t oznacza czas liczony w sekundach od poczatku obserwacji tych cial. Kiedy stosunek
v1 do vy jest mniejszy od 23723?

11.20. (R) Rozwiaz réwnanie:
a)4* —8-27=0
b) 5271 —5.2¢ = 57-2 4 5.92-2
C) 71—2 . 16x — 23:v+2
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d) 3742 - 3* =72
e) 5% + 5% = 30

£)9-4° +5-6" =4-9

8l

11.21. (R) Rozwiaz nier6wnosé:
a) 25 (0,2)*" < 57
b) 1 < 2% < 2°
c) 16% — 47 <0
d) 4% + 21 < 15
e) 6% < 11¢
f) 2012 — 27 < 48

11.22. (R) a) Dla jakich wartosci z okreslone jest wyrazenie: v/6% 4 622 — 377

b) Dla jakich wartosci « funkcja f(z) = Vli;? jest okreslona?

c) Okresl dziedzine funkcji: f(z) =4/(3)" —4+ ﬁ

11.23. (R) Rozwiaz nieréwnosé: h(g(z)) > &, jezeli h(z) = (3)* i g(z) = 22 — 5.

11.24. (R) Nie korzystajac z kalkulatora, oblicz:
3,
3
a) logy Tf
b) 96[09812+log32

c) logo 2527 - logﬁ%
11.25. (R) Wyznacz log166 jezeli wiesz, ze log212 = a
11.26. (R) Oblicz:

a) 3log3ﬁ27

b) (ﬂ)log4\/§32 v
C) 5log37 _ 710935

11.27. (R) Na rysunku przedstawiono wykres
funkcji logarytmicznej f. Rozwiaz réwna-
nie

(f(2))? — 16 = 0.

X

11.28. (R) Rozwiaz réwnanie logs(logs(logaz)) = 0.

11.29. (R) Rozwiaz réwnanie logi @ - logax = -1

11.30. (R) Rozwiaz réwnanie:
a) log(z +1,5) = —logx
b) logex + 1 = 2log,2
c) log;(3x+4) =2
d) ;5= + 1= 6log,3
e) xl—&-logzm =4

11.31. (R) Rozwiaz nier6wnosé:
a) logslr + 3| <0
b) logz(logy(xz — 1)) > 1
c) log.(x —|—‘)2) <2
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d) log®2x — log®2z > 0
e) logos(x+4) —logos(3z —1) <0
11.32. (R) Niech A = {z € R:log2(3z — 1) < 3}, B ={z € R:2® > 4a}. Wyznacz zbiory: A, B, AN B.
11.33. (RR) Rozwiaz réwnanie:

1
lim (logodw + logs4x + logsdx + ... + loghdz) =1+ §l0g2x.

n—oo

11.34. (RR) Dany jest nieskonczony ciag geometryczny, ktérym a; = logsz 1 iloraz g = logsz. Oznaczmy
przez f(x) sume tego ciagu.
a) Wyznacz dziedzine funkeji f.
b) Rozwiaz nier6wnosé f(x) > 1.

11.35. (RR) Rozwiaz réwnanie: 1+ logsz + logiz + logax + ... = 3.

11.36. (RR) Rozwiaz uklad réwnan:

37 .5utl =9
a) | 302 {5042 =,

) { 3z + y = 8logs12

b 2% 4+ y? — 22y = logp144 — %log281

11.37. (RR) Dany jest ciag (x,), o wyrazach dodatnich, w ktérym

logoxy = —2
logaxy, — logazn—1 = —2, dla n e N\ {1}

Wykaz, ze

lim (71 + 22 + ... + )—1
n1—>H;o I To Tn) = 3

24m?®
1—-m?=

11.38. (RR) Rozwiaz nieréwnosé > —6 przy zalozeniu, ze wartos¢ parametru m nalezy do przedzialu

(0,1).
12 Funkcje trygonometryczne

12.1. Wyznacz dlugosci bokow tréjkata prostokatnego ABC oraz wartosci funkcji trygonometrycznych kata
<CAB majac dane sin|<<(CAB)| =% i |BC| = 2.

12.2. Rozwiaz trojkat prostokatny majac dane przyprostokatne a=+v2—1, b= 6 — /3.

12.3. Oblicz z, gdy:

30° ] 30° 60° :
9-—2V3 z 9

12.4. Oblicz dtugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego, jesli a jest jednym z dwdch katéw ostrych
tréjkata oraz tga = % i dtugo$¢ przeciwprostokatnej réwna jest 15 cm.

12.5. Wyznacz katy trojkata prostokatnego wiedzac, ze:
a) iloczyn sinusa jednego kata ostrego i cosinusa drugiego kata ostrego wynosi %.
b) kwadrat odwrotnosci tangensa kata ostrego wynosi 3.
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12.6. W pewnym tréjkacie prostokatnym suma cosinuséw katéw ostrych jest réwna % Oblicz iloczyn sinuséw
tych katéw.

12.7. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prostokatnego, w ktérym dana
przyprostokatna jest dwa razy dtuzsza od drugiej przyprostokatne;.

12.8. Dany jest prostopadloscian o krawedziach podstawy 1 dm, 2 dm i wysokosci 30 cm. Podaj wartosci funkcji
trygonometrycznych kata zawartego miedzy przekatna podstawy a przekatng prostopadioécianu.

12.9. Korzystajac z danych przedstawionych na rysunku,
oblicz wartoéé¢ wyrazenia: tg283 — 5sinfctga + V1 — cos2a.

12.10. Turysta idzie prosta droga wznoszaca sie pod katem 5°.
a) Jaka r6znice pozioméw pokona po przejsciu 0,5 km?
b) Jak dlugo musialby i$¢ ta droga z szybkoscia 4,5 km/h, aby pokonaé réznice pozioméw réwna 130 m.

12.11. Przekatne deltoidu majg dhugosci 20 cm i 30 cm. Punkt przeciecia przekatnych dzieli dtuzsza z nich w
stosunku 2 : 1. Oblicz miary katow deltoidu.

C
12.12. Dany jest trojkat ABC.
a) Oblicz wartosé¢ stosunku %. 29 a
b) Wyznacz wartosci \lgg‘l
30° 45°
B D A
. . ‘s . h
12.13. Korzystajac z danych na rysunku oblicz wysoko$¢ komina.
30° 45° .
40 m

12.14. Wierzchotek latarni morskiej znajduje si¢ 30 metréw nad poziomem morza. W kierunku latarni ptynie
ponton, z ktérego wida¢ wierzcholek latarni pod katem 10°. Po pewnym czasie ponton zblizyl sie do latarni
tak, ze jej wierzcholek wida¢ pod katem 35°. Jaka odleglosé przebyl ponton w tym czasie?

12.15. Pewnego dnia poziom wody y (w metrach) na tawicy piaskowej u wejscia do portu wyrazal sie¢ wzorem:
y = 14 + 10sin (%t) , gdzie t oznacza liczbe godzin jaka uptyneta od godziny 1222
Oblicz poziom wody o godzine 1422 1520 169, O ktérej godzinie tego dnia woda osiagnie najwyzszy poziom?

12.16. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:
a) sin(90° — a) =
b) ctg(90° — a) = %
c) sina = 3
d) ctga =2,4

1

sinZa

12.17. Korzystajac z tozsamoéci ctg’a + 1 =
kata ostrego, gdy ctga = %

wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych

12.18. Czy istnieje kat «, dla ktorego

a) sina = @ A sin(90° — ) = 3

b) tga =2 A tg(90°—a)=§
c) tgao =v5—2 A ctga=+5+2
d) tga =2 A sina =2
e) 3cosa—2 =06

f) sina = ‘/“?’2*1 A cosa = \/@
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12.19. Wiedzac, ze « jest katem ostrym i tga = 2, oblicz wartosé¢ wyrazenia wﬁ

12.20. Oblicz a — b, gdy a = sin*a — cos*a, b =1 — 4sina - cos®>a dla a = 60°.

12.21. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Sinus kata ostrego « jest réwny % Wynika stad, ze:
(A) cosa = 2.
(B) tga =0,75.

o _ 4
(C) ctg(90° — ) = 3.
b) W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dlugo$é 50 cm, a sinus jednego z katéw ostrych jest
rowny %. Zatem w tym trojkacie:
(A) obwdd jest réwny 112 cm.
(B) tangens jednego z katéw ostrych jest wiekszy od 3.
(C) jedna z wysokosci ma dlugosé 13,44 cm.

¢) W odmiokacie foremnym o boku 2 (rysunek obok):

(A) a = 120°. B
B)z=2+2.
(C) tgB=v2—-1.

d) Nastepujace réwnanie jest prawdziwe dla o = 60°.
o _ 1

(A) cosa + cos(90° — a) = 7T

(B) V3sina — 1 = tg45°

(C) tg?a + ctg’a = 3 + cosa

e) Wartosé nastepujacego wyrazenia jest rowna 1.
(A) sind0° — cos50°
(B) i

(C) (5in20° + c0s20°)(5in20° — c0s20°) + 2sin>70°

12.22. (R) Miary dwéch katéw tréjkata wynosza & i £. Oblicz miare trzeciego kata. OdpowiedZz podaj w
stopniach.

12.23. (R) Naszkicuj w ukladzie wspétrzednych kat o taki, ze
a) sina = —% A « € (270°,360°)

b) cosa = 3
c) tga =2 N « € (180°,270°)
d) ctga = -2

12.24. (R) Wiedzac, ze 0° < a < 360°, sina < 0 oraz 4tga = 3sin’a + 3cos’a
a) oblicz tga,
b) zaznacz w ukladzie wspélrzednych kat « i podaj wspdlrzedne dowolnego punktu, réznego od poczatku
uktadu wspolrzednych, ktory lezy na konicowym ramieniu tego kata.

12.25. (R) Wyznacz wartosci funkeji trygonometrycznych kata:

a) g =120°
b) B = 210°
c) B = 315°

12.26. (R) Oblicz:
a) sin765°
b) cos1200°
c) sin(—1710°)
d) tg(—750°)
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e) cos(—450°)
£) ctg(—1395°)

g) sin(:?w)
h) cosi?
Ommf—m
i) tgs

k) 2sin150° — 3c0s120° + tg135°

12.27. (R) Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata x, gdy:

a)sinzz—g A z€ (3 2n)
b) tgz =-3 A z € (5,7

_2
c) cosx = %

12.28. (R) Miary pieciu katéw tworza ciag arytmetyczny. Drugim wyrazem tego ciagu jest 150° a czwartym
270°. Oblicz sume sinusow tych pieciu katéw.

12.29. (R) Oblicz warto$¢ wyrazenia 5SnZEeost — dla tgy = 2.

2sinx—3cosx’

12.30. (R) Wykaz, ze wyrazenie % =tgr + tg% nie jest tozsamoscia.

12.31. (R) SprawdZ, czy podana réwnosé jest tozsamoscia trygonometryczna:
a) 1 — (cosa — sina)? = 2sinacosa
-1
.2
b) 1<%, = (12ie )
c) cosan/1 +tg?a=—1dlaa € (5,37)

d) lcosa — ltsina dla o 7& + kﬂ' gdme keC.

sino cosar

12.32. (R) Rozwiaz réwnanie:
a) cos3z = sin3m
b) tgx = sinx, gdy = € (—g, g)
c) V3tg (5= ) 1
d) ctgr = — Y3 odzie z € (=, 0)

e) cosx = fg
12.33. (R) a) Oblicz warto$¢ wyrazenia sin2z, jesli ctgz =5 A x € (0,%).

b) Sprawdz, czy ctgl0°® — ctg20° =

1
5in20° °
c) Na podstawie wzoru: sin(a + ) = sinacosf + sinfcosa, oblicz: sin75°.

d) Oblicz sina + cosa, gdy sina - cosa = 0, 5.

12.34. (R) Dla jakich wartosci parametru:
a) m réwnanie 3cosz — 2 = m ma rozwigzanie;
b) a istnieje rozwiazanie réwnania sinz = 2a — 3;
c) Dane jest réwnanie sinz = a®+ 1, z niewiadoma 2. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a, dla ktérych
dane réwnanie nie ma rozwiazan.
d) Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie (sin
niewiadoma z ma rozwiazanie.

2r —cos’x)? +m? -5 =0z

12.35. (R) Dana jest funkcja f o wzorze f(z) = cos2x + 4cosz + 3.
a) Oblicz f(m).

b) Wyznacz zbiér miejsc zerowych funkcji f.

12.36. (R) Wyznacz najwicksza ujemng liczbe spelniajaca réwnanie cos (z + %) = —1.

12.37. (R) Zbiér A jest zbiorem rozwiazan réwnania cos3xz = cosx w zbiorze liczb rzeczywistych, zas B zbiorem
rozwiazan réwnania sindx = 0 w przedziale x € (0, 27). Wyznacz iloczyn zbioréw A i B.

12.38. (R) a) Rozwiaz réwnanie: 1+ cos2z = cosx.
b) Podaj wspoélrzedne punktéw przeciecia sie wykreséw funkeji y = sinz i y = cos2x w przedziale

<_§v§>
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c¢) Rozwiaz réwnanie 2cos’x = sinz — 1.

d) Rozwiaz réwnanie —1— = -1 w przedziale (—m,7).
sinT sindx

12.39. (R) Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania 2cos2z = cosx nalezace do przedziatu (0, 2).

12.40. (R) Dane jest réwnanie postaci (cosx — 1) - (cosz +p + 1) = 0, gdzie p € R jest parametrem.
a) Dla p = —1 wypisz wszystkie rozwiazania tego réwnania nalezace do przedziatu (0;5).
b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych dane réwnanie ma w przedziale (—7; 7) trzy rézne
rozwiazania.

12.41. (R) Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = W dla z € (0,7) U (7, 2m).
a) Naszkicuj wykres funkcji f.
b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.

12.42. (R) a) Naszkicuj wykres funkcji y = sin2x w przedziale (—2m, 27).

b) Naszkicuj wykres funkcji y = |zzzgi‘ w przedziale (—2m, 27) i zapisz, dla ktérych liczb z tego
. . . < .z |sin2z|
przedziatu spelniona jest nieréwnos¢ “—— < 0.

12.43. (R) Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jego miejsca zerowe i zbiér wrtosci:
a) f(z)=sin(z— %)
b) f(z) = cos (z + )
c) f(z) =ctg(z—F)
d) Naszkicuj dla z € (—m, ) wykres funkcji y = |cosx|.
e) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —2sinxcosx dla © € (—m, ), podaj jej miejsca zerowe i przedzialy, w
ktorych funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie.
f) Wyznacz okres zasadniczy funkcji i sporzadz jej wykres g(x) = sinx + cosx.

12.44. (R) a) Wyznacz wszystkie liczby z przedzialu (—g7 g) , ktére spetniaja nieréwnosé tgx > —1.
b) Rozwiaz nieréwnos¢ cosz < 0,5 w przedziale (0, 27).

c) Odczytaj z wykresu funkcji, dla jakich wartoéci argumentu z € (0, 27) spelniona jest nier6wnosé

1

sinx > —3-

d) Rozwiaz nieréwnosé ctgx > 1.

12.45. (R) Obiekty A i B leza po dwéch stronach jeziora. W tere- \
nie dokonano pomiaréw odpowiednich katéw i ich wyniki
przedstawiono na rysunku. Odleglosé miedzy obiektami B

i C jest rowna 400 m. Oblicz odlegtos¢ w linii prostej mie-
dzy obiektami A i B i podaj wynik, zaokraglajac go do m
jednego metra. m

B C

12.46. (R) Dany jest tréjkat o bokach diugosci 1, %, 2. Oblicz cosinus i sinus kata lezacego naprzeciw najkrotszego
boku tego tréjkata.

12.47. (RR) Wyznacz pochodna funkcji y = —=

1—cosz”
12.48. (RR) Zbadaj monotonicznosé¢ funkcji okreslonej wzorem f(x) = 5z + cosdz.
12.49. (RR) a) Zbadaj, czy istnieje styczna do krzywej o réwnaniu y = isin?x rownolegta do prostej o réwnaniu
y=—z.
b)Wyznacz wspétezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f(x) = cos?2z w punkcie

M= (x()? f(x())) Jeéh rog = %ﬂ-
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13 Ciagi

13.1. a) Podaj pie¢ wyrazéw ciagu:

n—2 £ dla n nieparzystego
= v/n? = — ) 2m
n ne+n, bn (n+1)0 Cn { 2, dla n parzystego

b) Ktoére z wyrazéw ciggu sa réwne zero:

14+ (=1)"
ay = 7%(7 1> , b, = (n® — 1)(n® — 51 + 6)
c) Dany jest ciag a, = n? — 6n. Ktére wyrazy ciagu sa mniejsze od 10?
d) Zbadaj monotonicznosé ciagu:

24+4+6+...+2
an =2n% —3n+1, dy, = tat ;— +in
n
13.2. Dany jest ciag (a,), gdzie a, = 37:;21 dla n = 1,2,3... Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciggu wigksze od

N[ =

13.3. Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem a, = (—1)" - 2;2" dlan=1,2,3.... Oblicz as, a4 1 as.

13.4. Sprawdz, czy dany ciag jest:
a) arytmetyczny: a, = 47,
b) geometryczny, gdy b, = (an)2 i a, =3-2" oraz czy ciag (ay) jest
ciaggiem geometrycznym.
13.5. Na rysunku przedstawiono cze$¢ wykresu pewnego nieskonczonego
ciagu arytmetycznego (ap).
a) Na podstawie wykresu tego ciagu odczytaj jego pierwszy wyraz i réz-

nice.
b) Podaj wzér na ogdlny wyraz tego ciagu.
c) Niech b, = —%n2 bedzie wyrazem ogdélnym ciagu (by,).

Dla jakich wartosci n, a, = b,?

13.6. Oblicz pole figury zlozonej ze stu prostokatéw, ktére po-
wstaly w sposéb pokazany na rysunku.

13.7. W ciagu arytmetycznym (a,) dane sa wyrazy: as = 4, ag = 19. Wyznacz wszystkie wartosci n, dla
ktoérych wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od 200.

13.8. W nieskonczonym ciagu arytmetycznym czwarty wyraz jest rowny 17, a suma wyrazéw trzeciego i széstego
39. Wyznacz réznice i pierwszy wyraz tego ciagu.

13.9. Wyznacz liczbe skladnikéow w sumie 245+ 8+ 11 4 ... +449 i oblicz te sume.

13.10. Rozwiaz réwnanie (22 + 1) + (20 +4) + (22 +7) + ... + (2z + 28) = 155, jesli wiadomo, ze sktadniki po
lewej stronie sa kolejnymi wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego.
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13.11. Tomek w dziesiatym dniu sezonu grzybowego zebral 13 kg grzybow.
a) Oblicz ile grzybdéw zebral Tomek pierwszego dnia, jezeli wiadomo, ze kazdego poprzedniego dnia zbieral
1 . e
o 5 kg mniej.
b) Ile kilograméw grzybéw zebral w ciagu tych 10 dni?

13.12. Darek odkladal ze stypendium pieniadze na wakacje. W pierwszym miesiacu odlozyt 30 zt, a w kazdym
nastepnym o 5 zlotych wiecej niz w poprzednim. Przez ile miesigcy oszczedzal, jezeli w sumie uzbieral 450
zlotych?

13.13. Pewna figura o polu réwnym 270 cm? sklada sie ze skoniczonej liczby prostokatéw, ktérych pola tworza
ciag arytmetyczny. Pole najmniejszego prostokata wynosi 12 cm?, a najwiekszego 48 cm?.
a) Z ilu prostokatéw sktada sie figura?

b) Oblicz pole trzeciego prostokata tej figury.

13.14. Krzy$ postanowil wybudowaé¢ wieze z klockéw, wedlug nastepujacego
szkicu projektu. Ma do dyspozycji 210 szesciennych klockéw o wysokosci
4 cm. Jak wysoka wieze moze zbudowadé?

13.15. Sredni zarobek pieciu pracownikéw pewnej firmy wyniést w maju 1560 zlotych, a najwyzsza pensja wy-
niosta 1800 zlotych.
a) Oblicz wysokosci pensij tych pracownikéw w maju jesli wiadomo, ze tworzyly one ciag arytmetyczny.
b) W czerwcu nie pracowal juz pracownik, ktéry w maju zarabial najmniej i wtedy pensje pozostalych czte-
rech wzrosly o jednakowa kwote. Ile zarabial kazdy z pozostatych pracownikow w czerwcu, jedli wiadomo,
ze kwota przeznaczona na wyplate pensji byla w czerwcu taka sama jak w maju?

13.16. Dany jest ciag arytmetyczny (a,,), gdzie n > 1. Wiadomo, ze dla kazdego n > 1 suma n poczatkowych
wyrazéw S, = a1 + as + ... + a,, wyraza sie wzorem: S,, = —n? + 13n.
a) Wyznacz wzér na n-ty wyraz ciagu (ay,).
b) Oblicz a2007-
c) Wyznacz liczbe n, dla ktérej a,, = 0.

13.17. Na trzech pétkach ustawiono 76 plyt kompaktowych. Okazalo sie, ze liczby ptyt na poétkach gérnej,
$rodkowej i dolnej tworza rosnacy ciag geometryczny. Na $rodkowej polce stoja 24 plyty. Oblicz, ile plyt
stoi na poélce gérnej, a ile plyt stoi na pélce dolnej.

13.18. Przedstaw w tabeli liczby mieszkancéw miasta w ciggu 3 lat, zaktadajac, ze miasto w 2004 roku ma 200
tysiecy mieszkancéw i liczba ta co roku bedzie malala o 5%.

Rok 2004 2005 | 2006 | 2007
Liczba mieszkancéw | 200000

13.19. Dany jest rosnacy ciag geometryczny, w ktorym a; = 12, ag = 27.
a) Wyznacz iloraz tego ciagu.
b) Zapisz wzor, na podstawie ktérego mozna obliczy¢ wyraz a,, dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
c) Oblicz wyraz ag.

13.20. Jasio w pierwszym miesiacu nauki opanowal 500 stéw. W kazdym kolejnym miesigcu opanowywal o 20%
stéw mniej niz w miesiacu poprzednim.
a) Ile stéw opanuje w trzecim miesiacu nauki?
b) Ile stéw Jasio opanuje po czterech miesiacach nauki?

13.21. Pitka upuszczona z wysokosci 6,25 m, odbijajac sie od ziemi, osiagala za kazdym razem wysokos¢ wy-
noszaca % poprzednie;j.
a) Jak wysoko wzniosla sie pitka po trzecim odbiciu sie od ziemi?
b) Ile metréw przebyla pitka od momentu upuszczenia do chwili zetkniecia sie z ziemia po raz czwarty?
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13.22. Liczby m,4,n, w podanej kolejnosci, sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagu geometrycznego, gdzie

(22)3-2—5 1 2 s
m=g o, n= (22 1> 127 1

a) Oblicz sze$¢ poczatkowych wyrazdéw tego ciagu.
b) Wyznacz taka liczbe p, aby m,n, p, w podanej kolejnosci tworzyly ciag arytmetyczny.

13.23. Pan X umoéwil sie z panem Y, ze bedzie mu wyplacal codziennie przez trzy tygodnie pieniadze, przy
czym pierwszego dnia 10 zl, drugiego 20 zl, trzeciego 30 zl, czwartego 40 zl itd. W zamian pan Y wyplaci
mu pierwszego dnia 1 grosz, drugiego 2 grosze, trzeciego 4 grosze, czwartego 8 groszy itd. Ktéry z tych
panéw zyska na umowie i ile?

13.24. Rodzenstwo w wieku 8 i 10 lat otrzymalo razem w spadku 84100 zt. Kwote te zltozono w banku, ktéry
stosuje kapitalizacje roczng przy rocznej stopie procentowej 5%. Kazde z dzieci otrzyma swojg czesé spadku
z chwila osiggniecia wieku 21 lat. Zyczeniem spadkodawcy bylo takie podzielenie kwoty spadku, aby w
przyszlosci obie wyplacone czesci spadku zaokraglone do 1 zt byly réwne. Jak nalezy podzieli¢ kwote 84100
zl miedzy rodzenstwo? Zapisz wszystkie wykonywane obliczenia.

13.25. Pan Kowalski planujac wyjazd na wakacje letnie w nastepnym roku postanowit zalozy¢ lokate, wptacajac
do banku 2000 zt na okres jednego roku. Ma do wyboru trzy rodzaje lokat:
lokata A - oprocentowanie w stosunku rocznym 5%, kapitalizacja odsetek po roku,
lokata B - oprocentowanie w stosunku rocznym 4,8%, kapitalizacja odsetek co p6t roku,
lokata C - oprocentowanie w stosunku rocznym 4, 6%, kapitalizacja odsetek co kwartal.
Ocen, wykonujac odpowiednie obliczenia, ktéra lokata jest najkorzystniejsza dla Pana Kowalskiego.

13.26. a) Cena plaszcza byla 4 razy podwyzszana o 5%. Jaka jest obecna cena plaszcza, jezeli przed pierwsza
podwyzka kosztowal on 400 zt?
b) Kapital w wysokosci 1000 zt ztozono w banku na procent skladany. Jaka bedzie wielko$é kapitatlu po 6
latach przy oprocentowaniu rocznym wynoszacym 5%.
¢) Do jakiej kwoty wzrosnie kapital 500 zl zlozony na 5 lat, jezeli roczna stopa wynosi 4%, a odsetki sa
kapitalizowane co p6t roku.
d) Na lokate roczng, ktérej oprocentowanie wynosi 4,5% w skali roku, wplacono 5000 zl. Oblicz stan tej
lokaty po dwodch latach oszczedzania, jezeli od nalicznych odsetek bedzie pobierany co roku podatek w
wysokosci 20%.
e) Inwestor planuje uzyska¢ w banku kredyt, ktéry zamierza splaci¢ po czterech latach. Taki kredyt w
banku A jest oprocentowany 12% w skali roku, a odsetki sa dopisywane do dlugu co pét roku. Bank B
oferuje oprocentowanie roczne 11% z roczna kapitalizacja odsetek, a przy zwrocie kredytu pobiera prowizje
w wysokosci 4% kwoty udzielonego kredytu. Ocen, ktéra oferta jest korzystniejsza dla kredytobiorcy.

13.27. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Z liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 6 daja reszte 2, tworzymy ciag, ktéry jest ciagiem:
(A) geometrycznym

(B) rosnacym

(C) arytmetycznym

(D) ani arytmetycznym, ani geometrycznym

b) Jakie wartosci powinny przyjaé x i y, aby clag 2, x,y, 12 byl ciagiem arytmetycznym?
(A)z=3Tiy=2 B)z=¥iy=% (C) brak takich liczb D)yz=4iy=38

c) Czy siédmy wyraz ciagu a, = n? —n + 1 jest:
(A) mniejszy od zera

(B) wiekszy od zera i mniejszy od 25

(C) wiekszy od 25 i mniejszy od 50

(D) wigkszy od 50

d) W nierosnacym ciagu geometrycznym So = 41 Sy = 20. Wyraz pierwszy i iloraz ciagu wynosza:
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(A)ay=3iqg=2 B)a;=—-4iqg=-2 (C)ar=3iqg=-2 (D)a,=1iqg=2
13.28. (R) Dany jest ciag (an), gdzie a,, = 15’&161) dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
a) Zbadaj monotonicznos$é ciagu (a,).
b) Oblicz
lim a,
n—oo

¢) Podaj najwieksza liczbe a i najmniejsza liczbe b takie, ze dla kazdego n spelniony jest warunek a < a,, < b.

13.29. (R) Nieskonczony ciag liczbowy (ay) jest okreslony wzorem a, = 4n — 31, n = 1,2,3,... . Wyrazy
ak, ax+1,ak+2 danego ciagu (ay), wzigte w takim porzadku, powigkszono: wyraz ap o 1, wyraz ags1 0
3 oraz wyraz axt2 0 23. W ten sposéb otrzymano trzy pierwsze wyrazy pewnego ciagu geometrycznego.
Wyznacz k oraz czwarty wyraz tego ciagu geometrycznego.

13.30. (R) a) Dany jest ciag liczbowy a, = 3n? — 3n + 2 okredlony dla dowolnej liczby n € N
Wykaz, korzystajac z definicji monotonicznosci ciagu, ze ciag (a,) jest rosnacy.

. , . . . . =3
b) Ciag (a,) okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposéb { Zl e, ,dlan>1.
ntl = g4

Wyznacz wzoér ogdlny ciagu.

13.31. (R) Dany jest ciag (a,) majacy te wlasno$é, ze dla kazdej liczby naturalnej n suma n poczatkowych
wyrazéw tego ciagu jest réwna i(7n* — n). Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu. Wykaz, ze (a,) jest
ciggiem arytmetycznym.

13.32. (R) Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére nie dziela sie przez 3.

13.33. (R) Z ciagu liczb naturalnych (1,2,3,4,5,...) wybrano 100 kolejnych takich liczb, z ktérych kazda ma
te sama wlasnosé, ze jezeli podzielimy ja przez 3, to otrzymamy reszte jeden. Wyznacz najmniejsza z
nich, wiedzac, ze suma wszystkich tych liczb jest réwna 17950.

13.34. (R) Liczbe naturalnag t,, nazywamy n-ta liczba tréjkatna, jezeli jest ona suma n kolejnych, poczatkowych
liczb naturalnych. Liczbami tréjkatnymi sa zatem: ¢ =1, =14+2=3,t3=1+4+2+ 3 =6,
ta=14+2+34+4=10,t;=1+2+43+4+45=15. Stosujac te definicje:

a) wyznacz liczbe t17.
b) uléz odpowiednie réwnanie i zbadaj, czy liczba 7626 jest liczba tréjkatna.
¢) wyznacz najwieksza czterocyfrowa liczbe tréjkatna.

13.35. (R) Ciag liczbowy (a,) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1 wzorem: a, = (n — 3)(2 — p?),
gdzie p € R.
a) Wykaz, ze dla kazdej wartosci p ciag (a,) jest arytmetyczny.
b) Dla p = 2 oblicz sume agg + a1 + a2 + ... + aqp-
¢) Wyznacz wszystkie wartosci p, dla ktérych ciag (b,) okreSlony wzorem b,, = a,, — pn jest staly.

13.36. (R) Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) wyraza sie wzorem S, = 2n? + n dla
n>1.
a) Oblicz sume 50 poczatkowych wyrazéw tego ciagu o numerach parzystych: as + a4 + ag + ... + a100-
b) (RR) Oblicz

lim Sn

n—oo 3n? — 2

13.37. (R) Liczba (—%) jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f(r) = 1522 + bx + c. Ciag (15,b,¢) jest
arytmetyczny. Oblicz wspolczynniki b i c.

13.38. (R) Wykaz, ze jezeli liczby b, ¢, 2b — a sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego to liczby ab, b2, ¢? sa
kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

13.39. (R) Wiedzac, ze dla pewnego ciaggu geometrycznego (a,) o wyrazach dodatnich prawdziwa jest réwnosé
S14 =5+ Sz, oblicz iloraz tego ciagu. Symbol S,, oznacza sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).
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13.40. (R) Réznica miedzy drugim a pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego wynosi 5, za$ réznica miedzy
czwartym, a pierwszym wyrazem tego ciagu wynosi 35. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciagu i jego iloraz.

13.41. (R) Wyznacz pierwsze trzy wyrazy ciagu geometrycznego wiedzac, ze sa one dodatnie, ich suma jest
rowna 21 oraz suma ich odwrotnosci jest réwna %
3244
13.42. (R) Liczba x jest pierwiastkiem réwnania 2logz = log(4x —4) za$ z jest pierwiastkiem réwnania 3 *~ =
81.
a) Wyznacz liczbe y, tak aby liczby z,y, z byly trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.
b) Znajdz sume szesciu poczatkowych wyrazdéw powyzszego ciagu geometrycznego.

13.43. (RR) a) Dla jakich wartosci z ciag geometryczny o ilorazie ¢ = —%xQ +z+ % jest zbiezny?

b) Dla jakich wartosci x szereg geometryczny 1+ i + 93162 + ﬁ + ... jest zbiezny? Oblicz sume.

13.44. (RR) Dany jest ciag okreslony rekurencyjnie:

a1:2
i1 =3 a,+2, neNT.

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow tego ciggu. Udowodnij metoda indukcji matematycznej, ze powyzszy
ciag mozna wyrazi¢ wzorem ogélnym a, = 3" —1 dla n € NT.

13.45. (RR) Liczby 0,(1) i 0,0(5) sa pierwszym i drugim wyrazem nieskonczonego ciagu geometrycznego.
Oblicz trzeci wyraz tego ciagu i zapisz go w postaci utamka okresowego.

13.46. (RR) Gorna podstawe kwadratu o boku dlugosci 4 podzielono na trzy réwne
czesci i skonstruowano kwadrat, nastepnie gorng podstawe kwadratu gérnego
podzielono na trzy rowne czesci i znéw skonstruowano kolejny kwadrat, itd. 4
a) Oblicz sume obwodéw wszystkich kwadratéw.
b) Oblicz sume pdl wszystkich kwadratéw.

4
13.47. (RR) Oblicz granice ciagu:
a) an = SR
b) b = 3953
) oy = Bnfeaics

d) d, = 8 + 2n% — 4n
e) e, =3-4m —5ntl

) fu=vn—-2—+vn—4

8) gn = {/ 2

i) Iy = %W

i) i = i

k) kn = ﬁtﬁﬁ# wiedzac, ze 12 4 22 + 3% 4 ... 4 p? = "t
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14 Geometria analityczna

14.1. Napisz réwnanie prostej:
a) —6x + 3y + 2 = 0 w postaci kierunkowej,
b) przechodzacej przez punkty A = (—4,—2), B = (5,4),
¢) nachylonej do osi OX pod katem 120° i przechodzacej przez punkt N = (—3,2),
d) réwnoleglej do prostej [ : 6x — y = 0 i przechodzacej przez punkt P = (—1,1),
e) prostopadtej do prostej I : v2x —y + 5 = 0 i przechodzacej przez punkt M = (2,1).

14.2. Npisz réwnanie symetralnej odcinka AB, gdy A = (-2,2), B = (2, 10).
14.3. Punkty A = (5,—1), B = (1, 1) sa symetryczne wzgledem pewnej prostej. Wyznacz jej réwnanie.

14.4. Dany jest punkt C = (2,3) i prosta o réwnaniu y = 2z — 8 bedaca symetralna odcinka BC. Wyznacz
wspolrzedne punktu B. Wykonaj obliczenia uzasadniajace odpowiedz.

14.5. W ukladzie wspélrzednych dane sa dwa punkty: A = (—2,2) 1 B = (4,4).
a) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.
b) Prosta AB oraz prosta o réwnaniu 3z — 2y — 11 = 0 przecinaja si¢ w punkcie C. Oblicz wspéirzedne
punktu C.

14.6. Oblicz odleglosé punktu A od érodka odcinka BC, gdzie A = (1,3), B = (4,7), C = (—2,-3).

14.7. Zmnajdz pole kwadratu, ktérego jednym z wierzchotkéw jest punkt A = (1, —3), i ktérego przekatna zawiera
sie w prostej o réwnaniu y = 2x.

14.8. Wyznacz wspélrzedne punktu B symetrycznego do A = (2, 3) wzgledem prostej z + 3y — 1 = 0.

14.9. W ukladzie wspélrzednych na plaszezyznie zaznaczono punkty A = (2,0) 1 B = (4,0). Wyznacz wszystkie
mozliwe potozenia punktu C, dla ktérych ABC' jest trdjkatem réwnoramiennym o podstawie AB i polu
réwnym 3.

14.10. Sprawdz algebraicznie, czy trojkat o wierzchotkach A = (5,—4), B = (—1,2), C = (—4, —1) jest tréjkatem
prostokatnym.

14.11. Dany jest trjkat o wierzchotkach A = (0,4), B = (5,3) i C' = (4, 8). Wyznacz punkt przeciecia srodkowej
poprowadzonej z wierzchotka A z wysokoscig opuszczona na bok AB.

14.12. Punkty A = (6,0),B = (1,1) i C sa wierzcholkami tréjkata ABC. Punkt C jest punktem przecigcia
prostej o rownaniu y = x — 4 z osia OY.
a) Napisz réwnanie prostej zawierajacej bok AC tego tréjkata.
b) Uzasadnij, ze ten tréjkat ma o$ symetrii.
c¢) Oblicz pole tego tréjkata.

14.13. Wskaz réwnanie okregu o rodku w punkcie S = (—1,2) i promieniu r = V2:
(A) (z+1)°+(y—2)* =2

(B) (z+1)> + (y —2)> =2
(C) (z—-1)2+(y+2)?%=2
(D) (z+1)? = (y—2)> = V2.

14.14. Punkt B = (—1,9) nalezy do okregu stycznego do osi OX w punkcie A = (2,0). Wyznacz réwnanie tego
okregu.

14.15. Punkty A =(1,1), B = (5,0), C = (5,7), D = (1,6) sa wierzcholkami czworokata.
a) Wyznacz wspoélrzedne punktu przeciecia przekatnych tego czworokata.
b) Oblicz pole czworokata.
¢) Czy na tym czworokacie mozna opisaé¢ okrag?

14.16. Znajdz érodek i promien okregu opisanego na tréjkacie ABC, gdy A = (—4,-2), B =(0,4), C = (8,4).

14.17. Punkty A = (2,4), B = (—2,6), C = (—2,2) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABC'D. Oblicz wspdl-
rzedne wierzchotka D i obwdd tego réwnolegloboku.
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14.18. Prosta [ tworzy z osia x kat o mierze 45° i przechodzi przez punkt M = (—2,2). Prosta k, prostopadla
do I, przecina o$ x w punkcie o odcigtej zg = —3.
a) Wyznacz réwnania prostych k i [.
b) Oblicz dlugosé najdtuzszego boku tréjkata, ktérego boki zawieraja sie w prostych [ i k oraz w osi y.

14.19. Okrag o; okredlony jest réwnaniem: x2 + y? — 4x + 6y + 9 = 0.
a) Napisz réwnanie okregu oy wspoétosrodkowego z okregiem o1, przechodzacego przez punkt A = (6,0).
b) Oblicz pole pierscienia kolowego ograniczonego okregami o1 i 09.

14.20. Zbadaj polozenie punktow wzgledem kota:
a) A=(2,3), B=(1,4),C=(-1,1), (z—3%+(y—4)*<4
b) A= (3,-2), B=(2,1),C=(6,-2), x?+y*—8x+4y+16<0.

14.21. Napisz rownanie okregu:
a) o érodku S = (-1, —2) przechodzacego przez punkt P = (0, 3),
b) o promieniu r = 4 stycznego do obu osi uktadu wspélrzednych,
c¢) przechodzacego przez punkty A = (5,1) i B = (2, —2), ktérego $rodek lezy na prostej y = 1.

14.22. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.
a) Wskaz wspolrzedne punktu C nalezacego do osi Y tak, aby proste AB i BC byly prostopadle, gdy

A=(-52)iB=(-2,3).
(A) (=3,0) (B) (0,3) (C) (0,-3) (D) (0,5)

b) Prosta k réwnolegla do prostej p: 5z — y + 2 = 0 i przechodzaca przez punkt P = (1, —2), to:
(A)bz—y+3=0 (B) 5zx+y+7=0 (C)z+5y+3=0 D) —z+5y—2=0

c) Wskaz réwnanie prostej prostopadlej do prostej I : 3z+y—2 = 0 i przechodzacej przez punkt K = (—2,1)
(A) 3z+y—2=0 B)z—3y+5=0 (C) —z+3y+3=0 (D) —2+3y—5=0

d) Dany jest okrag o réwnaniu (z +3)? + (y — 2)? = 3. Jakie sa wspdtrzedne érodka i promien tego okregu?
(A) 0="(3,-2), r =3,

(B) O =(-3,2), r=3,
(C) 0= (- 3,—2) =3,
(D) 0 =(=3,2), r=+3.

e) Jaki zbiér punktéw plaszezyzny kartezjafiskiej opisuje réwnanie 2 + y2 + 4z — 2y + 20 = 0?
(A) zbidr pusty, (B) okrag, (C) dwie proste, (D) ptaszezyzne.

f) Jaki jest $rodek i promiefi okregu o réwnaniu x2 + y% + 4 — 2y + 3 = 0?
(A) O=(2,-1), r=3,

(B) 0= ( 271)7 T:\/gv
(C) O=(-21), r=2,
(D) O = (-2,1), r = 2.

14.23. (R)Dane sa punkty: A = (—=3,—1), B = (—1,0) i C = (—2,2). Oblicz wspdlrzedne i dlugosé wektora:
W =2.4B + BC

14.24. (R) Niech A = (—4,3), B = (2,1), C = (1, —3). Wyznacz wspdlrzedne punktu D, tak aby wektor D
byl wektorem przeciwnym do wektora A

14.25. (R) Niech A = (1,3), B = (5,1) oraz C' = (4,3). Wyznacz wspdlrzedne punktu M tak, aby
AM = AB — 2- BC. Oblicz dhugo$¢ wektora A i wspblrzedne jego srodka.

14.26. (R) a) Dla jakiej wartoéci m wektory @ = [2,3] i T = [—3,m] sa réwnolegle.

b) Dobierz liczby k, I tak aby k@ +15 = ¢, gdy @ = [2,3], = [-3,2], @ = [5,53].
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AT
i@ N 0 O O

14.27. (R) Rysunek przedstawia kwadrat ABCD, gdzie A = (0,4),
D = (7,0).
a) Podaj wspdlrzedne wektora DC. A
b) Podaj réwnanie prostej AD w postaci ogélnej. :

el

N

2
2
4
i 0
i

14.28. (R) Punkty A = (1,1), B = (5,5), C = (3,5) sa wierzchotkami trapezu réwnoramiennego ABCD
niebedacego réwnoleglobokiem, w ktérym AB||CD.
a) Wyznacz réwnanie osi symetrii tego trapezu.
b) Oblicz pole tego trapezu.

14.29. (R) Dane sa punkty A = (2,3), B = (5,4). Na prostej o réwnaniu y = 5 wyznacz punkt C tak, aby
tamana AC B miala jak najmniejsza dtugo$é. Odpowiedz uzasadnij.

14.30. (R) Punkty M = (3,1), N = (6,5) sa kolejnymi wierzchotkami trapezu K LM N. Stosunek dlugosci
podstaw trapezu jest réwny 1 : 2. Dluzsza podstawa zawiera si¢ w prostej o réwnaniu 4x — 3y — 8 = 0.
Oblicz pole trapezu.

14.31. (R) Wyznacz réwnanie okregu o srodku A = (2, 3), stycznego do prostej o réwnaniu z — 2y + 1 = 0.

14.32. (R) Dane sa punkty A = (—4,32) i B = (—36,16). Wykaz, ze kolo o Srednicy AB jest zawarte w II
¢éwiartce prostokatnego ukltadu wspotrzednych.

14.33. (R) Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez poczatek ukladu wspélrzednych i stycznych do
okregu o $rodku w punkcie S = (4,0) i promieniu réwnym 2.

14.34. (R) Dane sa figury:
Fi={(z,y) :x e RAy € RAz? 4y — 6y <O},

F={(z,y):z e RAye RAy <6 — |z|}.

a) Narysuj figury Fy, Fs oraz figure F' = Fy N Fb.
b) Oblicz pole figury F.

14.35. (R) Zilustruj w ukladzie wspélrzednych zbiory A i B oraz oblicz pole figury A\ B, gdzie
A={(z,y) :x e RAy e RAz? — 4y + 4% <5},
B={(z,y):z € RAyeRAy > |V3z|+2}.

14.36. (R) Wyznacz promien okregu o srodku w poczatku ukladu wspoélrzednych stycznego zewnetrznie do
okregu
224+ y? +62—8y+21=0

14.37. (R) Napisz réwnanie okregu symetrycznego do okregu o réwnaniu 22 +y? — 14z + 2y + 41 = 0 wzgledem
prostej y = 2.
15 Planimetria

15.1. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC| = 10 em, wysoko$é poprowadzona z wierz-
chotka C jest réwna 5 cm. Oblicz miary katéw tego trdjkata. OdpowiedZ podaj w stopniach.
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15.2. W pewnym skansenie jest zuraw studzienny. Jego dzwignie B
AB podparto w punkcie C' tak, ze ramiona dzwigni maja
dlugosci: |AC| =2,4m i |CB| = 7,2 m. Koniec dzwigni
poczatkowo znajdowal sie 0,5 m ponizej poziomu punktu C
podparcia C, a nastepnie obrécono dzwignie tak, ze koniec
A znalazt sie 0,5 m powyzej poziomu punktu C. O ile A
metrow opusci sie w tym czasie koniec B dzwigni? |

15.3. Na pewne wzgdrze mozna wejs¢ pokonujac 50 schodow. Kazdy schodek ma wysokos¢ 30 cm, a jego
powierzchnia uzytkowa ma szerokos¢ 40 cm. Oblicz w metrach wysokos¢ h wzgodrza i dlugo$c¢ d poreczy
wzdtuz linii schodéw.

15.4. Dany jest prostokat o bokach a i b. Zmniejszamy dlugo$é boku a o 10% oraz zwiekszamy diugosé boku b
0 20%.
a) O ile procent zwiekszy sie pole tego prostokata?
b) Wyznacz dlugos$é boku b, dla ktérej nowy prostokat bedzie mial taki sam obwdd jak prostokat wyjsciowy,
jesli wiadomo, ze bok a ma dlugoéé¢ 30 cm.

15.5. Dany jest tréjkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB, taki ze sin|<BAC| = 0,31 |AC| = 7.
Oblicz pole kola opisanego na tym tréjkacie.

15.6. W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dlugoéé 12, a cosinus jednego z katéw ostrych wynosi
%. Oblicz wysoko$¢ opuszczona na przeciwprostokqtn@.E

15.7. Panstwo Nowakowie przeznaczyli 26000 zl na za-
kup dzialki. Do jednej z ofert dotaczono rysunek
dwoéch przylegajacych do siebie dzialek w skali
1 : 1000. Jeden metr kwadratowy gruntu w tej
ofercie kosztuje 35 zt. Oblicz, czy przeznaczona
przez panstwa Nowakéw kwota wystarczy na za-
kup dziatki Ps.

|AE| =5 cm,
|[EC| =13 cm,
|BC| = 6,5 cm.

15.8. Przekatna czworokata dzieli go na dwa tréjkaty prosto-
katne.
a) Oblicz obwdd tego czworokata.
b) Jaka cze$é pola czworokata stanowi pole mniejszego tréj-
kata? Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 1.

NN

15.9. Oblicz pole czworokata wypuklego ABC' D, w ktérym katy wewnetrzne majg odpowiednio miary:
|[<<A| = 90°, |<B| = 75°, |[<C| = 60°, |<D| = 135°, a boki AB i AD maja dlugo$é¢ 3 cm. Sporzadz rysunek
pomocniczy.
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D

G c
15.10. W kwadrat ABCD wpisano kwadrat EFGH, jak pokazano na poniz-
szym rysunku. Wiedzac, ze |AB| = 1 oraz tangens kata AFH réwna sie
%, oblicz pole kwadratu EFGH. F
H
A E B

15.11. Dany jest kwadrat o boku diugosci a. W prostokacie ABCD bok AB jest dwa razy dluzszy niz bok
kwadratu, a bok AD jest o 2 cm krétszy od boku kwadratu. Pole tego prostokata jest o 12 cm? wieksze od
pola kwadratu. Oblicz dlugo$é boku kwadratu.

15.12. Oblicz obwéd rombu, ktérego pole jest réwne 384, a stosunek dtugosci przekatnych wynosi 3 : 4.

15.13. Dlugoéé ramienia BC' trapezu prostokatnego jest dwa razy wicksza od D C
réznicy dlugoéci jego podstaw. Kat ABC ma miare:
(A) 30°.
(B) 45°.
(C) 60°.
(D) 75°.

A B
15.14. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Przekatne tego trapezu przecinajg siec w punkcie S.
Wykaz, ze |SA|-|SD| = |SB|-|SC].

15.15. Obwéd trapezu rownoramiennego jest rowny 44 cm, a diugosé dluzszej podstawy jest réwna 20 cm.
Oblicz pole tego trapezu, jezeli wiadomo, ze przekatna dzieli kat ostry trapezu na polowy.

15.16. W trapezie prostokatnym dluzsza przekatna ma diugo$é¢ 12 cm i tworzy z dluzszym ramieniem kat o
mierze 30°, natomiast z krétszym ramieniem kat o mierze 60°. Oblicz pole tego trapezu.

15.17. Dany jest trapez rownoramienny, ktérego ramie ma dtugosé 6 i jest nachylone do dtuzszej podstawy pod
katem 60°. Podstawa ta ma dlugos¢ 10.
a) Oblicz obwdd i pole trapezu.
b) Oblicz dlugoéé przekatnej trapezu.
c) Oblicz odleglo$é punktu przeciecia sie przekatnych od dtuzszej podstawy.

15.18. Oblicz obwdd i pole zacieniowanego obszaru.

15.19. Dane sa cztery okregi parami styczne. Promien najwiekszego okregu o srodku
O jest réwny 2.
a) Oblicz dlugos$é promienia najmniejszego okregu.
b) Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

15.20. Rysunek przedstawia ksztalt obszaru zakreslonego przez
wycieraczke szyby samochodu. Kat AOC ma miare 2,5
radiana oraz |OB| = 20 cm, a rami¢ BA wycieraczki ma
dhugosé 30 cm. Oblicz pole obszaru, ktéry wyczysci wycie-
raczka.
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15.21. Na trzech okregach parami stycznych zewnetrznie, o promieniu 1 cm, opisano tréjkat réwnoboczny.
Oblicz pole tego trojkata.

15.22. W tréjkat rownoramienny, w ktorym wysoko$é ma dlugosé 10 cm, a kat przy podstawie ma miare 30°,
wpisano okrag. Oblicz dltugo$¢ promienia tego okregu.

15.23. Na trdjkacie rownoramiennym, o podstawie dlugoséci 8 cm i kacie przy podstawie 30°, opisano okrag.
Oblicz dlugosé promienia tego okregu.

15.24. Dwa okregi sg styczne wewnetrznie, a trojkat prostokatny ABC wpisany jest w wiekszy okrag. Srednica
malego okregu ma dlugo$é réwna polowie przeciwprostokatnej tréjkata ABC.
a) Wyjasnij dlaczego trojkaty ABC i OBE sa podobne i podaj skale podobienstwa (O - srodek wiekszego
okregu, E - punkt wspélny mniejszego okregu i przyprostokatnej BC).
b) Oblicz stosunek pdl tych tréjkatéw.

15.25. W okrag o érodku O i promieniu R = 6 cm wpisano czworokat ABCD. Katy srodkowe: <AOB, <BOC,
<COD i <DOA majg odpowiednio miary: 45°, 150°, 135° i 30°. Oblicz pole czworokata ABCD.

15.26. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat o bokach diugosci 5,5 i 8.

15.27. Ostrokatny tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie AB jest wpisany w okrag o srodku S, przy czym
kat SAB ma miare 40°. Oblicz miare kata CAB.

15.28. Szkic przedstawia kanal cieplowniczy, ktérego przekrdj poprzeczny jest pro-
stokatem. Wewnatrz kanatu znajduje sie¢ rurociag sktadajacy si¢ z trzech rur,
kazda o $rednicy zewnetrznej 1 m. Oblicz wysoko$é 1 szerokosé kanatu cieptow-
niczego. Wysokosé zaokraglij do 0,01 m.

15.29. Z prostokata o szerokosci 60 cm wycina si¢ detale w ksztal-

cie potkola o promieniu 60 cm. Sposéb wycinania detali
ilustruje rysunek. Oblicz najmniejsza dlugos¢ prostokata
potrzebnego do wyciecia dwéch takich detali. Wynik za-
okraglij do pelnego centymetra.

15.30. Dany jest kwadrat. Pole kola opisanego na tym kwadracie jest o 87 wigksze od pola kola wpisanego w
ten kwadrat. Oblicz pole kwadratu.

15.31. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) W tréjkacie prostokatnym ABC kat przy wierzchotku B wynosi 60°. Dwusieczna tego kata wyznacza na
przyprostokatnej AC punkt D tak, ze |BD| = a (cm). Obwéd tréjkata ABC wynosi:
(A) 2a(v3+1) em (B) 3v/3 cm (C) 3V3a+1cm (D) (V3 +3)a cm

b) W prostokacie stosunek dtugosci bokéw wynosi 2, a przekatna ma dlugosé 5 cm. Pole prostokata wynosi:
(A) 2v/5 cm? (B) 5 cm? (C) 10 cm? (D) 5v/2 cm?

c) W trapezie réwnoramiennym podstawy maja dtugosci 6 cm i 4 cm, a jego pole powierzchni 25 cm?.
Odleglosé pun ktu przeciecia przekatnych trapezu od dtuzszej podstawy wynosi:
(A) 3cm (B) 2 ecm (C) 5 cm (D) 4 em

d) Obwody dwéch tréjkatéw podobnych sg réwne 12 ¢cm i 36 cm, a suma pdl tych tréjkatéw - 60 cm?. Pola
tych trojkatéw wynosza:
(A) 24 cm? i 36 cm? (B) 20 cm? i 40 cm? (C) 30 cm? i 30 cm? (D) 6 cm? i 54 cm?
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e) Dany jest trojkat réwnoboczny o boku dlugosci a. Z kazdego
wierzchotka tréjkata zakreslono koto o promieniu §. Pole powsta-
tej figury wynosi:

a a
(A) $v3-m  (B) V3  (©) gV (D)
a?(m —/3).
a

f) W prostokacie ABCD przeciwlegle wierzchotki polaczono ze D ¢
grodkami bokéw. Stosunek powierzchni czworokata AM LK do
powierzchni czworokata BC'DL wynosi: K
@: ®: ©f O3 L

Okregi ieniach 6 i 8 t . Jaka jest odleglosé
g) Okregi o promieniac i 8 sa styczne. Jaka jest odleglodé I i B

miedzy srodkami tych okregbéw?
(A) 31lub 4 (B) 21ub 8 (C) 61ub 8 (D) 2 lub
14

15.32. (R) Na kole opisany jest romb. Stosunek pola kola do pola rombu wynosi ’TT\/E. Wyznacz miare kata
ostrego rombu.

15.33. (R) Proste zawierajace ramiona BC i DA trapezu ABC D przecinaja sie w punkcie S. Dane sa: |AB| = 6,
|CD| = 2 oraz obwdd tréjkata SCD réwny +/18. Oblicz obwod tréjkata SAB.

C

15.34. (R) Z kawalka materialu o ksztalcie i wymiarach czworokata
ABCD (patrz na rysunek obok) wycieto okragla serwetke o pro-
mieniu 3 dm. Oblicz, ile procent calego materialu stanowi jego
niewykorzystana cze$¢. Wynik podaj z doktadnoscia do 0,01 pro- 6,3dm
centa.

A B
15.35. (R) W tréjkacie prostokatnym ABC (|<BCA| = 90°) dane sa dlugosci przyprostokatnych: |BC| = a i
|C A| = b. Dwusieczna kata prostego tego tréjkata przecina przeciwprostokatna AB w punkcie D. Wykaz, ze

dtugosé odcinka C'D jest réwna ;’—J'be -v/2. Sporzadz pomocniczy rysunek uwzgledniajac podane oznaczenia.
D

15.36. (R) W prostokacie ABC D wierzcholek D polaczono odcinkami ze N
$rodkami F i F bokéw AB i BC, za$ M i N to punkty przeciecia F
tych odcinkéw z przekatna AC (patrz rysunek). M
a) Uzasadnij, ze odcinki AM, M N i NC sa jednakowej dlugosci.
b) Uzasadnij, ze trojkaty AEM i CNF maja réwne pola.

15.37. (R) a) Grupa szesciu przyjaciél kupila tort w ksztalcie graniastostupa Iﬁostego, ktéreggjedn@ z podstaB;I
jest tréjkat réwnoramienny ABC. W trakcie dyskusji - jak podzieli¢ tort na 6 ,réownych” czesci, Krysia
przypomniala sobie wlasnosé srodkowych dowolnego trojkata i przecieta tort wzdluz srodkowych narysowa-
nych na powierzchni tortu (tréjkata ABC). Czy Krysia miala racje? OdpowiedZ uzasadnij.

b) Dany jest taki czworokat wypukly ABCD, ze okregi wpisane w tréjkaty ABC i ADC sa styczne. Wykaz,
ze w czworokat ABCD mozna wpisaé¢ okrag.

15.38. (R) Tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |<BCA| = 90° i |[<CAB| = 30° jest opisany na okregu o pro-
mieniu v/3. Oblicz odlegloéé wierzcholka C' tréjkata od punktu stycznosci tego okregu z przeciwprostokatna.
Wykonaj odpowiedni rysunek.
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15.39. (R) Dwa okregi, kazdy o promieniu 8, sa styczne zewnetrznie. Ze
Srodka jednego z nich poprowadzono styczne do drugiego okregu.
Oblicz pole zacieniowanej figury (patrz rysunek).

15.40. (R) Dany jest réwnoleglobok o bokach dlugosci 16 i 10 oraz
kacie ostrym 30°.
Oblicz:
a) dlugoséé dtuzszej wysokosci rénolegtoboku,
b) dlugosé krétszej przekatnej réwnolegloboku.

15.41. (R) W pewnym trapezie katy przy dwdch przeciwleglych wierzchotkach maja miary « oraz 90° +a. Jedno
z ramion tego trapezu ma dlugos¢ t. Wyznacz réznice dtugosci podstaw tego trapezu.

15.42. (R) Oblicz miary katéw dowolnego czworokata wpisanego w okrag o promieniu R = 5v/2, wiedzac
ponadto, ze jedna z przekatnych tego czworokata ma dlugosé 10, zas iloczyn sinuséw wszystkich jego katéw
wewnetrznych rowna sie %.

15.43. (R) Na okregu opisano trapez prostokatny, ktérego dtugosci ramion sa réwne 24 cm i 25 cm. Oblicz:
a) dlugosci podstaw trapezu,
b) pole trapezu,
c¢) dlugosci przekatnych trapezu,
d) dlugosé okregu,
e) o ile procent obwdd trapezu jest wigkszy od dlugosci okregu,
f) pole czesci trapezu znajdujace sie poza kolem,
g) stosunek pola trapezu do pola kola.

15.44. (R) Na okregu o promieniu 7 opisano trapez réwnoramienny ABCD o dluzszej podstawie AB i krétszej
CD. Punkt stycznosci S dzieli rami¢ BC tak, ze C5] _ 2

a) Wyznacz dlugosé ramienia tego trapezu.
b) Oblicz cosinus |[<CBD|.

ISB] = 5

15.45. (R) Miary trzech kolejnych katéw czworokata wpisanego w okrag tworza ciag arytmetyczny o réznicy
r = 52°32’. Oblicz miary wszystkich katéw wewnetrznych tego czworokata.

15.46. (R) Pole wycinka kota o promieniu 3 cm jest réwne 2 cm?. Oblicz miare tukowa kata $rodkowego tego
wycinka.

15.47. (R) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Dane sa |BC| = a, |CD| = b, |<DAB| = a. Wyznacz
dhugosé przekatnej BD.

15.48. (R) Pole figury ograniczonej okregiem opisanym na szesciokacie foremnym i brzegiem szeSciokata jest
réwne 471 — 6v/3. Wyznacz:
a) dlugoséé boku tego szesciokata foremnego,
b) diugosé tego okregu.

15.49. (R) Uzasadnij, ze pole odcinka kola przedstawionego na ry- «
sunku mozna obliczyé¢ wedlug wzoru:
_B (2

9 @'O[—SZTZO[>.

15.50. (R) Boki tréjkata maja dtugosci 5,3v/2,v/13. Wyznacz miare kata znajdujacego sie naprzeciw najkrét-
szego boku oraz pole tréjkata.

15.51. (R) W trojkacie ABC, o kacie rozwartym przy wierzchotku C' dane sa dlugosci bokéw |AC| =5 cm i
|BC| = 12 cm. Oblicz dtugosé boku AB wiedzac, ze pole tréjkata jest réwne 24 cm?.
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15.52. (R) Oblicz pole zacieniowanej figury.

(2N

15.53. (R) Oblicz dtugosé érokowej trojkata opuszcezonej na bok o dlugosci 8, gdy pozostate boki maja diugoséé
61i7.

15.54. (R) Udowodnij twierdzenie: ,Jezeli w tréjkat prostokatny wpiszemy okrag, to iloczyn dlugosci odcinkéw,
na ktore dzieli przeciwprostokatng punkt stycznosci z okregiem réwna sie polu tego trojkata.”

16 Stereometria

16.1. Oblicz dtugos¢ odcinka K L taczacego $rodki dwoch krawe-
dzi szescianu, ktorego krawedz ma dlugosc 6.

16.2. Przekatna d prostopadloécianu o podstwie kwadratowej jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem a = 60°. Krawedz podstawy ma dlugosc 4.
a) Wyznacz dlugosé przekatnej d.
b) Oblicz objetosé tego prostopadiodcianu.
¢) Zaznacz na rysunku kat nachylenia przekatnej d do $ciany bocznej prostopadlodcianu.

16.3. W graniastostupie czworokatnym prawidlowym przekatna o dlugosci m jest nachylona do plaszczyzny
podstawy pod katem «. Wiadomo, ze sina = 0,2. Wyznacz objetosé tego graniastostupa.

16.4. W graniastostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy ma dlugoéé¢ 8 cm i tworzy z przekatna
$ciany bocznej, z ktéra ma wspdlny wierzcholek kat, ktoérego cosinus jest rowny % Oblicz objetoéé i pole
powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

16.5. Dany jest graniastostup czworokatny prosty ABCDEFGH o podstawach ABCD i EFGH oraz krawe-
dziach bocznych AE, BF, CG, DH. Podstawa ABCD graniastostupa jest rombem o boku dlugosci 8 cm i
katach ostrych A i C' o mierze 60°. Przekatna graniastostupa C'E jest nachylona do plaszczyzny podstawy
pod katem 60°. Sporzadz rysunek pomocniczy i zaznacz na nim wymienione w zadaniu katy. Oblicz objetosé
tego graniastostupa.

16.6. Dany jest graniastostup prawidlowy tréjkatny o podstawach ABC i A’B’C’ oraz krawedziach bocznych
AA’, BB’, CC'. Kat miedzy przekatna $ciany bocznej AC’ a krawedzia podstawy AC ma miare . Promien
okregu wpisanego w podstawe graniastostupa ma dlugoéé r. Oblicz objetosé tego graniastoshupa.

16.7. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosé graniastostupa wiedzac, ze ma on 18 krawedzi i kazda z nich
jest réwna 4cm.

16.8. Nalezy dwukrotnie pomalowaé powierzchnie boczna pieciu kolumn majacych ksztalt graniastostupa pra-
widlowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy jest réwna 40 cm, a wysoko$¢ 5 m. Przy pierwszym
malowaniu litr farby wystarcza na pokrycie 10 m? powierzchni, a przy drugim - zuzyto o 20% farby mniej.
Ile nalezy kupié¢ pieciolitrowych puszek farby?
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16.9. Schody sktadaja sie z 15 jednakowych beto-
nowych stopni, ktérych wymiary podano na
rysunku. Oblicz obietos¢ betonu zuzytego na
ich wykonanie.

1,2 m
16.10. Dach wiezy ma ksztalt powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego krawedz
podstawy ma dlugoéé 4 m. Sciana boczna tego ostrostupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem 60°.
a) SporzadZ pomocniczy rysunek i zaznacz na nim podane w zadaniu wielko$ci.
b) Oblicz, ile sztuk dachéwek nalezy kupié, aby pokryé ten dach, wiedzac, ze do pokrycia 1 m? potrzebne
sg 24 dachéwki. Przy zakupie nalezy doliczyé¢ 8% dachéwek na zapas.

16.11. W ostrostupie czworokatnym prawidlowym wysokosci przeciwlegltych $cian bocznych poprowadzone z
wierzchotka ostrostupa maja dlugosci h i tworza kat o mierze 2a. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

16.12. Pole powierzchni calkowitej prawidlowego ostrostupa tréjkatnego réwna sie 1444/3, a pole jego po-
wierzchni bocznej 96v/3. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

16.13. Naroznik miedzy dwiema Scianami i sufitem prostopadlo$ciennego
pokoju nalezy zamaskowaé trdjkatnym fragmentem plyty gipsowo-
kartonowej (patrz rysunek). Wiedzac, ze |RA| = |[RB| = |RC| = 1 m,
oblicz objetos¢ naroznika zamaskowanego ta plyta. Wynik zaokraglij
do 0,01 m3.

B

16.14. Kazda krawedz boczna ostrostupa ma dlugo$é¢ 17 cm. Podstawsg ostrostupa jest trojkat prostokatny o
przyprostokatnych dtugosci 18 cm i 24 cm. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa.

16.15. Prostokat ABCD obracajac siec wok6l boku AB, zakredlit walec w;. Ten sam prostokat obracajac sie
woko6t boku AD, zakreslit walec wy. Otrzymane walce maja rowne pola powierzchni catkowitych. Wykaz,
ze prostokat ABC'D jest kwadratem.

16.16. Pojemnik do przechowywania gazu ma ksztalt walca, o wysokosci 3 m, zakoniczonego z obu stron pétkoli-
stymi koputami. Wiedzac, ze pole jego powierzchni catkowitej jest réwne 4w m?, oblicz objetosé pojemnika.

16.17. Pietrowy tort przygotowany na bal maturalny skladal sie z pieciu warstw, z ktérych kazda miala ksztalt
walca. Dlugosci promieni walcéw, wyrazone w cm byly kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego o réznicy
a = —5. Dlugos¢ promienia podstawy srodkowej warstwy tego tortu byla réwna 20 cm, a jej objetosé¢ 32007
cm?®. Wszystkie warstwy wykonane byly z tego samego rodzaju ciasta i miaty jednakowa wysokosé. Oblicz,
ile maki nalezalo przygotowaé¢ do wypieku calego tortu, jezeli receptura przewiduje wykorzystanie 0,24 kg
maki do wypieku warstwy srodkowe;.

16.18. Metalowa kule o promieniu 10 cm oraz stozek, w ktérym Srednica i wysoko$é wynosza odpowiednio 16
cm i 12 cm przetopiono. Nastepnie z otrzymanego metalu wykonano walec o $rednicy %5 cm. Oblicz
wysokosé walca.

16.19. Powierzchnia boczna stozka jest wycinek kola o kacie 240° i promieniu 12 cm. Oblicz pole podstawy
tego stozka.

16.20. Poziom wody w zbiorniku w ksztalcie stozka, o $rednicy 60 cm i tworzacej 50 cm, siega polowy jego
wysokosci. Do zbiornika wlewamy wode w tempie 25 cm®/s. Po ilu minutach zbiornik bedzie pelny? (Do
obliczen przyjmij 7 = 3.)
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16.21. Kapsuta ladownika ma ksztalt stozka zakonczonego w podstawie poétkula o tym samym promieniu co
promien podstawy stozka. Wysoko$¢ stozka jest o 1 m wieksza niz promien potkuli. Objeto$é stozka
stanowi % objetosci catej kapsuly. Oblicz objetosé kapsuty ladownika.

16.22. W wyniku pelnego obrotu tréjkata prostokatnego, o przyprostokatnej 3v/3 i przeciwprostokatnej 6, wokét
prostej zawierajacej krotsza przyprostokatng otrzymujemy bryle. Oblicz objeto$¢ tej bryly i wyznacz kat
nachylenia tworzacej do plaszczyzny podstawy.

16.23. W wyniku pelnego obrotu trojkata prostokatnego, réwnoramiennego, o przyprostokatnej diugosci 6,
wokol prostej zawierajacej przeciwprostokatna otrzymujemy bryle obrotowa. Oblicz jej objetosé i pole
powierzchni.

16.24. Wzdr na objetoéé stozka Scigtego ma postaé
1
V= gﬂ'h(RQ-i-RT‘—I—TQ),

gdzie R oznacza promien dolnej podstawy stozka, r - promien gérnej podstawy stozka i h - wysokos¢ stozka
Scietego.

Pewne naczynie ma ksztalt stozka Scietego, w ktérym R = 4,r = 2 oraz h = 6. Naczynie zostalo wypelnione
woda do potowy wysokosci. Jaki procent objetosci calego naczynia stanowi objeto$¢ wody? Wynik podaj
w zaokragleniu do 0,1%.

16.25. Metalowa kule o promieniu R = 5 cm w caltosci przetopiono na kuleczki o promieniu » = 0,25 cm. Ile
uzyskano w ten sposéb kuleczek?

16.26. Przyjmujac, ze Ziemia jest kula o promieniu » = 6370 km, oblicz jej pole powierzchni. Jaki procent
powierzchni Ziemi stanowi powierzchnia ladéw a jaki powierzchnia Polski, gdy taczna powierzchnia ladow
jest réwna 149 mIn km? a Polski wynosi 322,6 tys. km?.

16.27. a) Dane sa dwie kule. Objetoéé pierwszej kuli jest réwna 367 cm?, a druga kula ma promien dwa razy
dhuzszy od promienia pierwszej kuli. Podaj objetos¢ drugiej kuli. Jaki jest stosunek pél powierzchni tych
kul?

b) Po dopompowaniu powierzchnia kulistego balonu zwiekszyla sie o 44%. O ile wzrosta objeto$é balonu?

16.28. a) W kule o promieniu 8 cm wpisano walec o promieniu podstawy 4cm. Oblicz objeto$é walca.
b) Na szedcianie o krawedzi dlugosci a opisano kule w ten sposéb, ze wierzcholki szeScianu naleza do
powierzchni kuli. Oblicz objetos$é kuli.
¢) W ostrostup prawidlowy czworokatny wpisano kule o promieniu 2. Sciany boczne ostrostupa sa nachylone
do jego podstawy pod katem 60°. Oblicz dtugos$¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

16.29. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Szedcian o krawedzi 4 i graniastostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy 2 maja taks sama
objetos¢. Wowcezas:

(A) wielosciany te maja takie samo pole powierzchni calkowitej,

(B) wysokosé graniastostupa jest réwna 8

(C) pole $ciany bocznej graniastostupa jest dwa razy wieksze od pola $ciany szescianu.

b) Podstawa prostopadloscianu jest kwadrat o boku 1, a kat nachylenia przekatnej prostopadloécianu do
$ciany bocznej ma miare 30°. Zatem:

(A) wysokos¢ tego prostopadloécianu jest réwna v/2,

(B) przekatna tego prostopadloécianu ma diugosé 2,

(C) przekatna tego prostopadlodcianu jest nachylona do plaszczyzny jego podstawy pod katem 45°.

c) W ostrostupie prawidlowym sze$ciokatnym o krawedzi podstawy 2 pole podstawy jest dwa razy mniejsze
od pola powierzchni bocznej. Wtedy:

(A) wysokoié jego éciany bocznej jest réwna 2+/3,

(B) jego $ciana boczna jest nachylona do podstawy pod katem 30°,
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(C) wysoko$é tego ostrostupa jest réwna 3.

d) Pole powierzchni calkowitej czworoécianu foremnego jest réwne 16v/3. Zatem:
(A) jego krawedZ ma dlugosé 4,

(B) wysoko$¢ tego czworo$cianu jest réwna 4/6,

(C) jego krawedz boczna tworzy z podstawa kat «, taki ze tga = v/2.

d) Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem o przekatnej 3v/2. Zatem:
(A) pole powierzchni bocznej tego walca jest réwne 18,

(B) wysokos¢ tego walca jest réwna 3,

(C) w walec ten mozna wpisaé kule.

) Przekrdj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o boku 12. Wtedy:
(A) pole powierzchni bocznej tego stozka jest réwne 727,

(B) objetosé tego stozka jest réwna 72v/3,

(C) promien kuli wpisanej w ten stozek jest réwny 4+/3.

16.30. (R) Narysuj przekr6j réwnoleglodcianu plaszezyzna PQR.

Fmmmm— e ——— L - — =

16.31. (R) W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym pole podstawy réwna si¢ 12v/3. Pole przekroju ptasz-
czyzng zawierajaca krawedz podstawy i wierzcholek gérnej podstawy: 204/3. Oblicz sinus kata nachylenia
plaszczyzny tego przekroju do plaszczyzny podstawy graniastostupa.

|
|
16.32. (R)Prostopadloscienne pudetko ma wymiary 8cmx6cmx4cm. : 4 cm
Wyznacz miare kata o w zaokragleniu do 1° miedzy prze- I
katna podstawy pudelka, a przekatng tej Sciany bocznej, )'_ __________ o
ktéra ma wymiary 6 cmx4 cm. X
L& 6 cm

8 cm
16.33. (R) Oblicz pole przekroju szescianu o krawedzi a plaszczyzna zawierajaca przekatna jednej ciany i $rodki
dwdéch krawedzi przeciwleglej $ciany.

16.34. (R) Oblicz odleglo$é wierzchotka szesScianu, ktérego krawedZ ma dlugosé a, od tej przekatnej szescianu,
do ktérej ten wierzchotek nie nalezy.
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2a
S &
16.35. (R) Drewutnia ma ksztalt prostopadlo$cianu, nakrytego dwuspa- V) &

dowym dachem. Wpymiary drewutni przedstawiono na ry-

sunku.

a) Wyznacz objeto$é uzytkowa drewutni (objeto$é prostopa-

dloscianu w m?) jako funkcje a.

b) Dla jakiego kata a € ({5, §) objetos¢ uzytkowa drewutni 7

jest najwieksza?

3 m
x

16.36. (R) W kule o promieniu R = 4 wpisano szescian. Oblicz jaki procent objetosci kuli stanowi objeto$é
szedcianu. Wynik podaj z zaokragleniem do 1%.

16.37. (R) Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 4. Odcinek DS jest wysokoscia

ostroshupa i ma dlugosé 6. Punkt M jest Srodkiem odcinka D.S. Oblicz pole przekroju ostrostupa plaszczyzna
BCM.

16.38. (R) Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| = 1, |[BC| = /2. Wszystkie
krawedzie boczne tego ostrostupa maja dlugos¢ 1. Wyznacz wartos¢ dowolnej funkcji trygonometrycznej
kata miedzy dwiema sasiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa.

16.39. (R) Tréjkat ABC jest podstawa ostrostupa ABCS. Punkt M jest $rodkiem boku AB i |[AM| = |MC|.
Odcinek AS jest wysokoscia tego ostrostupa. Wykaz, ze kat SC'B jest prosty.

16.40. (R) Wierzchotek namiotu w ksztalcie czworokatnego ostrostupa prawidtowego jest podtrzymywany przez
maszt o dlugoéci 1,5 m. Wyznacz dlugo$é¢ krawedzi jego podstawy, wiedzac, ze pole powierzchni materiatu
zuzytego na uszycie tego namiotu wraz z podtoga (pomijamy szfy) jest réwna 8 m?.

16.41. (R) Podstawa ostrostupa o wysokosci h jest tréjkat réwnoboczny. Dwie $ciany boczne tego ostrostupa
sa prostopadle do podstaw, a trzecia tworzy z podstawa kat o mierze «. Oblicz pole powierzchni bocznej
tego ostrostupa.

16.42. (R) KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugo$é a = 4, za$ krawedz boczna
b="1.
a) Oblicz objetosé tego ostrostupa.
b) Wyznacz cosinus kata miedzy krawedziami bocznymi nie nalezacymi do jednej $ciany bocznej tego

ostroshupa.
1m

4

7
. Ny . o =
16.43. (R) Oblicz objetosé narysowanej pryzmy, ktorej kra- L/ ~

wedzie boczne sa réwnej dtugosci. e I
Vi 2m

16.44. (R) Do salaterki wlano rozpuszczona galaretke, ktéra po zastygnieciu przybrala ksztalt stozka Scietego.
Przekroj osiowy tej bryly byl trapezem réwnoramiennym o wysokosci 6 cm i podstawach dlugoéci 14 cm i 26
cm. Oblicz objeto$é wlanego ptynu. W obliczeniach przyjmij, ze m = 3, 14, a wynik podaj z zaokragleniem
do 1 cm?.

16.45. (R) Pole powierzchni kuli wpisanej w stozek jest réwne polu podstawy. Oblicz:
a) stosunek pola powierzchni kuli do pola powierzchni bocznej stozka,
b) jaka czescia objetosci stozka jest objetosé kuli?
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16.46. (R) Trojkat réwnoramienny o obwodzie réwnym 16 cm obraca sie dookola podstawy. Dla jakiej dlugosci
bokoéw trojkata objetosé otrzymanej bryly bedzie maksymalna?

16.47. (RR) Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugoéé réwna 2+/3. Jaka najwieksza objetosé moze mieé
ten walec?

16.48. (RR) W stozek, ktérego wysoko$é ma dlugosé H = 12 dm, a promienr jego podstawy ma dlugosé R = 4
dm wpisano walec, o podstawach réwnoleglych do podstawy stozka. Jakie powinny by¢ wymiary walca, aby
jego objetos¢ byla najwigksza?

16.49. (RR) Wéréd wszystkich graniastostupéw prawidlowych tréjkatnych o objetodci réwnej 2 m? istnieje taki,
ktoérego pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze. Wyznacz dlugosci krawedzi tego graniastostupa.

17 Statystyka

17.1. Nauczyciele informatyki, chcac wyloni¢ reprezentacje szkoty na wojewddzki konkurs informatyczny, prze-
prowadzili w klasach I A i1 B test z zakresu poznanych wiadomosci. Kazdy z nich przygotowal zestawienie
wynikow swoich uczniéw w innej formie. Na podstawie analizy przedstawionych ponizej wynikéw obu klas:
a) oblicz $redni wynik z testu kazdej klasy,

b) oblicz, ile procent uczniéw klasy I B uzyskalo wynik wyzszy niz $redni w swojej klasie,
c¢) podaj mediang wynikéw uzyskanych w klasie T A.

Wiyniki testu informatycznego uczniéw kl. I B

L. punktéw | L. uczniéw

0 1

Wiyniki testu informatycznego uczniéw kl. T A ; ?

g 4 1
N

5 5 2

8 6 4

S 7 1
3

3 4 5 8 1

Liczbapunktéw 9 2

10 5

10%
e,
157 S 25% st
17.2. Wojtek otrzymal w ciagu jednego roku szkolnego 20 0 \; 3 E'. dop
ocen z jezyka polskiego. Czesto$é poszczegblnych RS @ dst
ocen przedstawiono na diagramie kolowym. Oblicz
srednia, mode i mediane zestawu ocen Wojtka. 5% . db
bdb
20% 25% []cel

17.3. Srednia arytmetyczna liczb: 11,12,8,11,z, 3,4, 6,8, 8 jest réwna 8, 5.
a) Wyznacz x.
b) Wyznacz mediane tych liczb.
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17.4. Diagram przedstawia $Srednie wy-
datki rodzicow zwiazane z poczat-
kiem roku szkolnego.

a) Oblicz érednia wydatkéw w la-
tach od 2001 do 2003.

b) Jaka kwote wydano w 2002 roku
na podreczniki, jesli wiadomo, ze
pochlonety one wtedy 51% wydat-
kéw? Wynik podaj w zaokragleniu

do 1 zt.
c) Wyznacz mediange podanego
zbioru wydatkéw. Rok

d) O ile procent mniej w poréwna-
niu z rokiem 2002 wyniosty wydatki
w roku 20037

17.5. Cztery babcie graly w brydza. Srednia ich wieku wynosila 74 lata. Gdy po pierwszym robrze babcia
Matylda zrezygnowala z gry, pozostate babcie graly .z dziadkiem”, a $rednia wieku grajacych zmniejszyla
sie o 2 lata. Trzeciego robra wytrwale rozegraly juz z dziadkiem Stefanem, ktéry mial 76 lat. Ile lat ma
babcia Matylda? Jaka jest érednia wieku rozgrywajacych trzeciego robra?

17.6. Wzrost zawodniczek reprezentacji Polski w siatkéwce wynosi w centymetrach: 173, 176, 179, 180, 180,
182, 183, 187, 191, 191, 192, 194. Oblicz éredni wzrost siatkarek oraz wariancje i odchylenie standardowe
ich wzrostu. Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 01.

17.7. Kazda z dwudziestu kobiet zapytano o liczbe
posiadanych dzieci. Otrzymane wyniki przed-
stawiono na histogramie. Oblicz $rednia liczbe
dzieci posiadanych przez jedna kobiete oraz
odchylenie standardowe liczby dzieci.

Liczba kobiet

O RFENWPR LD

2 3
Liczba dzieci

17.8. Oblicz érednia arytmetyczna, wariancje i odchylenie standardowe podanego zestawu danych za pomoca
tabelki czesto$é wystepowania liczby pestek w winogronach. Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 1.

Liczba pestek 0] 1 213
Liczba owocéw | 5 | 50 | 35 | 10

17.9. Wéréd uczniow pewnej klasy maturalnej dokonano pomiaru ilorazu inteligencji Q) i przedstawiono jego
wyniki w ponizszej tabeli:

Pomiary ilorazu IQ | 127 | 128 | 130 | 132 | 134 | 136 | 140 | 142 | 144 | 148 | 149 | 151 | 153
Liczba wskazan 1 1 1 2 2 5 2 2 3 2 2 2 3

a) Wyznacz $rednia, mediang i mode ilorazu inteligencji ucznia badanej klasy.
b) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe tej prébki danych. Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 01.

17.10. Do matury z matematyki na poziomie rozszerzonym przystapito 10 uczniéw. Wyniki przedstawia tabela:

Liczba punktéw | 9 | 16 | 26 | 33 | 35 | 42 | 47 | 50
Liczba uczniéw | 1| 2 | 2 1 1 1 1 1

a) Oblicz érednia arytmetyczna uzyskanych wynikéw.

b) Oblicz mediane i mode tego zestawu danych.

c) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe.

d) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

A - losowo wybrany maturzysta zdoby! na maturze nie mniej niz 40 pkt,

B - losowo wybrany maturzysta zdoby! na maturze mniej niz 15 pkt,

C - losowo wybrany maturzysta zdobyl na maturze nie mniej niz 20 pkt i nie wiecej niz 40 pkt,
D - losowo wybrany maturzysta zdobyl na maturze mniej niz 8 pkt.
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17.11. Kostka masta produkowanego przez pewien zaklad mleczarski ma nominalna mase 20 dag. W czasie
kontroli zakladu zwazono 150 losowo wybranych kostek masta. Wyniki badan przedstawiono w tabeli.

Masa kostki masta (w dag) | 16 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
Liczba kostek masta 1 1524|6826 |16

a) Na podstawie danych przedstawionych w tabeli oblicz $rednia arytmetyczna oraz odchylenie standardowe
masy kostki masta.

b) Kontrola wypada pozytywnie, jesli srednia masa kostki masta jest réwna masie nominalnej i odchylenie
standardowe nie przekracza 1 dag. Czy kontrola zaktadu wypadla pozytywnie? Odpowiedz uzasadnij.

17.12. W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki sondazu przeprowadzonego w grupie uczniéw, dotyczacego
czasu przeznaczanego dziennie na przygotowanie zadan domowych.

Czas (w godzinach) | 1| 2 | 3 | 4
Liczba uczniéw 5110 | 15 | 10

a) Naszkicuj diagram stupkowy ilustrujacy wyniki tego sondazu.

b) Oblicz $rednia liczbe godzin, jaka uczniowie przeznaczaja dziennie na przygotowanie zadan domowych.
¢) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe czasu przeznaczonego dziennie na przygotowanie zadan do-
mowych. Wynik podaj z dokladnoscia do 0,01.

17.13. Wtasciciel sklepu spozywczego w przypadku kazdego nowego produktu przeprowadza test polegajacy na
tym, ze 50 losowo wybranych oséb ocenia ten produkt w skali 0 do 5 punktéw, w trzech kategoriach: C -
ceny, S - smaku i W - wygladu opakowania. Nastepnie wlasciciel oblicza Srednia wazona z nastepujacych
liczb: sy $redniej liczby punktéw w kategorii C (z waga 5), s Sredniej liczby punktéw w kategorii S (z
waga 3), s3 Sredniej liczby punktéw w kategorii W (z waga 2). W przypadku gdy tak obliczona $rednia jest
wieksza od 3 wtlasciciel decyduje, ze towar bedzie sprzedawany w jego sklepie. Badania dotyczace nowego
rodzaju kawy daly nastepujace rezultaty:

w kategorii W:
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W kategorii C obliczona srednia byla rowna sy = 2,42, a w kategorii S so = 4,32. Oblicz s3 oraz ocen czy
w rezultacie przeprowadzonego testu wtasciciel sklepu zdecyduje si¢ na sprzedaz nowego gatunku kawy.

17.14. Podczas zawodow w lyzwiarstwie figurowym dziewieciu sedziéw przyznawalo noty za technike i prezen-
tacje programu tyzwiarskiego. Punkty byly przyznawane w skali 0,0 do 6,0. Nota za technike jest srednig
arytmetyczng uzyskanych punktéw, podobnie nota za prezentacje programu. Oblicz konicowe noty dwédch
par, ktorych punktacja zostata podana w tabeli, jesli koncowa nota jest:

a) érednig arytmetyczna noty za technike i prezentacje,
b) érednia wazona: nota za technike ma wage 0,6, a nota za prezentacje - wage 0, 4.

Para I | technika 50 15,1 |50]|52]55|50]53]5,1]|5,6
prezentacja | 4,9 | 5,0 | 4,8 | 5,2 | 5,4 | 4,9 | 5,0 | 4,8 | 5,0
Para IT | technika 6,0 | 5,815,9]|6,0|57]58]57]59]54
prezentacja | 5,5 | 5,8 | 5,5 5,9 | 5,6 | 5,8 | 5,9 | 5,4 | 5,9
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17.15. Nauczycielka matematyki w klasie Jacka oecnia w semestrze prace w nastepujacych kategoriach: kart-
kéwka (z waga, 20), praca domowa i odpowiedZ ustna (z waga 15), praca na lekeji (z waga 10) oraz sprawdzian
(z waga 40). Na semestr proponuje oceng x, jedli §rednia wazona ocen znajduje si¢ w przedziale

(x —0,25,2+0,75), z € {1,2,3,4,5,6}.

Czy Jacek ma szanse¢ mie¢ na semestr ocene dobra, jesli dotychczas uzyskal w wymienionych kategoriach
odpowiednio oceny: 2,3,4,4, a moze zdoby¢ jeszcze tylko jedna ocene ze sprawdzianu? Na jaka oceneg

musialby zaliczy¢ ten sprawdzian?

17.16. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Dany jest zestaw liczb: 1, 2,10, 12,15, 20.

(A) Srednia tych liczb jest wicksza od mediany.
(B) Tylko dwie z tych liczb sa mniejsze od $redniej
(C) Cztery z tych liczb sa nie mniejsze od $redniej.

b) W pewnej firmie zatrudniajacej 10 os6b miesieczne wynagrodzenia poszczegdlnych oséb w 2002 roku

wynosily:

1400 z1, 1600 zt, 1600 zt, 1740 zt, 1790 zt, 1800 z1, 1820 zt, 2250 z1, 4300 zt, 6500 z1. Zatem w 2002 roku:

(A) érednia placa w tej firmie to 2300 zi,

(B) polowa pracownikéw tej firmy zarabiala powyzej sredniej,
(C) polowa pracownikéw tej firmy zarabiata nie wiecej niz 1790 zi.

c) Rafal, kazdego dnia o godzinie 12, w ciagu dwdch tygodni ferii,
mierzyl temperature powietrza. Wyniki pomiaréw przedstawiono
na wykresie (kolorem niebieskim zaznaczono wyniki z pierwszego

tygodnia, a kolorem czerwonym - z drugiego).

(A) Srednia temperatura w pierwszym tygodniu byla wicksza od

$redniej w drugim tygodniu.

(B) Odchylenie standardowe temperatur w pierwszym tygodniu

byto mniejsze niz w drugim.
(C) Srednia temperatura w ferie to 0°C.

d) W tabeli podano liczby z dwoma zestawami wag.

Liczba 10 15 20
Waga X | 0,5 0,4 | 0,1
WagaY | 0,3 | 1,2 | 1,5

(A) Srednia wazona podanych liczb z wagami X jest réwna 13.
(B) Srednia wazona podanych liczb z wagami Y jest mniejsza od ich $redniej arytmetycznej.
(C) Srednia wazona podanych liczb z wagami X jest mniejsza od $redniej wazonej z wagami Y.

temperatura [°C]

1 2 3 4 5 6 7
kolejny dzien tygodnia

17.17. (R) Tabela zawiera niektére wyniki pisemnego sprawdzianu z matematyki w pewnej klasie maturalnej

(ocenionego w szesciostopniowej skali ocen).

Dziewczeta | Chlopcy
liczba os6b 11 14
$rednia ocen 4,0 3,8
odchylenie standardowe 1,1 1,8

Oblicz $rednig ocen z tego sprawdzianu oraz odchylenie standardowe dla catej klasy. Wyniki podaj z

zaokragleniem do dwoéch miejsc po przecinku.
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18 Kombinatoryka

18.1. Dziesie¢ kaset wideo ustawiasz w kolejnosci na poétce. Na ile sposobéw mozesz to zrobié, jesli chcesz aby
trzy kasety z filmami twojego ulubionego rezysera staly obok siebie?

18.2. Piecioosobowa rodzina (rodzice, starsza cérka i blizniaki) ustawija sie do zdjecia.
a) Ile jest mozliwych ustawien dla osoby rozrézniajacej blizniaki?
b) Ile jest mozliwych ustawien zdaniem fotografa, dla ktérego bliZniaki sa identyczne?

18.3. Dany jest zbiér wszystkich cyfr.
a) Ile jest liczb trzycyfrowych?
b) Ile jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach?
¢) Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych powtarza sie co najmniej jedna cyfra?

18.4. a) Na pewnej uczelni obowigzuje skala ocen: 2,3,4,5. Egzamin nie jest zdany, gdy otrzymana z niego
ocena jest rowna 2. Czterech studentéw tej uczelni stawilo sie na egzamin. Na ile sposobéw moga im byé
wystawione noty, jesli wiadomo, ze wszyscy zdali egzamin?

b) Kazdej z 10 0s6b przyporzadkowujemy:

- dzien tygodnia, w ktérym si¢ urodzila,

- miesiac, w ktérym sie urodzita.

Ile r6znych wynikéw mozemy otrzymac?

c) Alfabet Morse’a zbudowany jest z dwéch réznych elementéw: kreski i kropki. Ile znakéw pisarskich
mozna utworzy¢ z tych elementéw, jesli kazdy znak nie moze posiada¢ mniej niz 3 i wiecej niz 6 miejsc
oznaczonych kropkami lub kreskami.

18.5. Przesadna studentka zawsze, kiedy tylko w dniu egzaminu dostawala z szatni numerek z cho¢y jedna cyfra
2, prositla o wymiane na inny bez dwdjek. Jaki procent wszystkich 500 numerkéw w tej szatni stanowily
numerki ,nieszczesliwe” dla tej studentki?

18.6. Pan Kowalski zalozyl w swojej firmie zamek z czterocyfrowym kodem. Aby moégl latwiej zapamietac,
wybral kod, w ktérym suma dwdch pierwszych cyfr réwna jest 12, a suma dwoch ostatnich cyfr 10. Ile miat
mozliwoéci wyboru kodu?

18.7. a) Ile sléw dziesiecioliterowych mozna utworzy¢ ze stowa ANALFABETA?
b) Na ile sposobéw mozna ulozyé na pélce 30 ksiazek, spoéréd ktérych 20 jest mniejszego formatu a 10
wiekszego tak, aby mniejsze i wigksze ksiazki nie byly ze soba pomieszane?
¢) Do przedzialu kolejowego drugiej klasy (dwa rzedy po 4 miejsca) wchodzi 8 0s6b. Na ile sposobdéw moga
one zaja¢ miejsca tak, aby ustalone dwie osoby A oraz B siedzialy:
- obok siebie,
- naprzeciwko siebie.

18.8. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.
a) W kolejce do kasy biletowej ustawily sie cztery dziewczynki i pieciu chlopcéw. Liczba wszystkich mozli-

wych ustawien osob w tej kolejce wynosi
(A) 4!+ 5! (B) 9. (C)4-5. (D) 4! 51

b) Liczb naturalnych o réznych cyfrach wigkszych od 30000 utworzonych z cyfr 1,2,3,4,5 jest
(A) 120 (B) 48 (C) 72 (D) 240

¢) 20 arbiturientéw zdaje egzamin dojrzaloéci z matematyki. Zaden ze zdajacych nie otrzymal oceny nie-
dostatecznej. Na ile sposobéw zdajacy moga mie¢ wystawione oceny, jezeli obowiazuje nastepujaca skala
ocen: niedostateczny, dopuszczajacy, dostateczny, dobry, bardzo dobry, celujacy?

(A) 5! (B) 20° (C) 520 (D) ( 250 )

d) W turnieju szachowym, w ktérym kazdy szachista gra z kazdym, rozegrano 190 spotkan. Ilu zawodnikéw
brato udzial w turnieju?
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(A) 95 (B) 20 (C) 80 (D) 45

e) Liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie pierwsza i ostatnia cyfra sa takie same, jest:
(A) 104, (B) 9102, (C) wiecej niz wszystkich liczb czterocyfrowych.

18.9. (R) Dana jest liczba a = < 12 ) .

a) Sprawdz, czy liczba a dzieli si¢ przez 5.
b) Sprawdz, czy liczba 2 jest dzielnikiem liczby a.
¢) Wyznacz liczbe wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby a.

18.10. (R) a) Oblicz n, gdy ( Z ) = 35.

b) Réznica miedzy ( ;L ) a ( T ) wynosi 5. Oblicz n.

¢) Rozwiaz réwnanie: 20P,_o = P,, gdzie P,, oznacza liczbe wszystkich permutacji zbioru n
elementowego.

d) Rozwigz réwnanie: CJ

Py,
x :
( 3 ) =0, gdzie x € {3,4,...}.

-5
—4 —
e) Rozwiaz réwnanie: ( 5 > -
18.11. (R) Na jednej prostej dane sa 4 rézne punkty, na innej prostej réwnolegtej do niej 6 réznych punktéw.
Ile istnieje
a) tréjkatow,
b) czworokatéw,
ktorych wierzchotkami sa dane punkty?

18.12. (R) a) Na okregu zaznaczono sze$¢ punktéw. Ile réznych wielokatéw o wierzcholkach w tych punktach
mozna narysowac?
b) Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 10 ksiazek miedzy dwie osoby tak, aby kazda z nich miata 5 ksiazek?
c) Firma cateringowa dostarcza zestawy positkéw. Do wyboru jest 15 dan gléwnych, 10 napojéw

i 5 deseréw. Planujesz wybra¢ 3 dania gléwne, 2 napoje i 2 desery. Na ile sposobéw mozesz to zrobié¢?

18.13. (R) Oznaczmy przez Py3 liczbe wszystkich uporzadkowan zbioru {1,2,3,...,13}. Sprawdz, czy Pi3 dzieli
sie przez:
a) 11
b) 17
c) 12!

18.14. (R) Oblicz:
a) (V2+1)*
b) (1 —+v3)°
c) (p+vp)°
d) Wykonano potegowanie dwumianu (:c2 + %)9 i uporzadkowano jego skladniki. Oblicz wspdlczynnik
stojacy przy x>.

19 Rachunek prawdopodobienstwa
19.1. Kazdej karcie bankomatowej jest przypisany numer identyfikacyjny zwany kodem PIN. Kod ten sktada
sie z czterech cyfr (cyfry moga sie powtarzaé, ale kodem PIN nie moze by¢ 0000). Oblicz prawdopodobiefi-

stwo, ze w losowo utworzonym kodzie PIN zadna cyfra sie nie powtérzy. Wynik podaj w postaci ulamka
nieskracalnego.
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19.2. Nauczycielka wf sporzadzila zestawienie dotyczace wzrostu (w zokragleniu do 2 cm) i wagi (w zaokragleniu
do 2 kg) wszystkich dziewczat klas pierwszych szkoly ponadgimnazjalne;j.

168 1 2 3 2
164 1 4 10 1
162 1 3 |15 6 1
160 1 8 7|11 12
158 1 2 6|4 8
Wzrost [em] | 46 48 50 | 53 54 58 Waga [kg]

Okres$lamy zdarzenia:

A - losowo spotkana uczennica klasy pierwszej bedzie miata co najmniej 162 cm wzrostu,
B - losowo spotkana uczennica klasy pierwszej bedzie wazyla co najwyzej 50 kg.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen: AN B, AANBi AN B

19.3. Krzy$ rzuca dwa razy symetryczna kostka do gry i oblicza iloczyn wyrzuconych oczek. Jesli iloczyn oczek
nalezy do przedzialu doknigtego (12, 16), to Krzys wygrywa. W pozostalych przypadkach przegrywa.
a) Uzupelnij tabele tak, aby przedstawiala wszystkie mozliwe wyniki.

INID[1[2]3[4[5]6
1 [1]2]3]4
2 [2[4]6

3 [3]6

4 [4]38

5

6

b) Podaj liczbe wynikéw sprzyjajacych wygranej Krzysia i oblicz prawdopodobiefistwo wygrane;j.

19.4. Rzucamy dwa razy symetryczna, szescienng kostka do gry i zapisujemy sume liczb wyrzuconych oczek.
a) Uzupelnij tabele, tak aby przedstawiala wszystkie mozliwe wyniki tego doswiadczenia.
b) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajacego na tym, ze suma liczb oczek jest liczba nieparzy-
sta.
c) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia B, polegajacego na tym, ze reszta z dzielenia sumy liczby oczek
przez 3 jest réwna 2.

INIIT | 1123 |4]5]|6

2

=R NN R
ot

19.5. Mamy dwie jednorodne kostki szescienne, ktorych siatki

przedstawione sg na rysunku. .’ °
Rzucamy jednoczeénie dwiema kostkami. Oblicz prawdo- o | o o | o° ol e o]
podobienstwo, ze: : " * - =
a) iloczyn oczek bedzie réwny 9, . hd

b) na obu kostkach uzyskamy te sama liczbe oczek,
c) suma oczek nie przekroczy liczby 3.

19.6. W pewnej grze rzuca sie trzema kostkami i oblicza sume oczek. Krupier twierdzi, ze nie ma znaczenia,
czy postawimy na sume oczek réwna 10 czy 9, poniewaz kazda z nich mozna uzykaé¢ na 6 sposobow.
9=14+246=14+34+5=14+44+4=2+2+5=2+3+4=3+3+3,
10=1434+6=14+4+5=2+4+4=34+24+5=24+24+6=3+3+4.

Czy krupier ma racje? OdpowiedZ uzasadnij.

19.7. W pudetku sg trzy kule biate i pie¢ kul czarnych. Do pudeltka mozna albo dotozyé¢ jedna kule biata albo
usunaé¢ z niego jedna kule czarna, a nastepnie wylosowaé z tego pudetka jedna kule. W ktérym z tych
przypadkéw wylosowanie kuli biatej jest bardziej prawdopodobne? Wykonaj odpowiednie obliczenia.
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19.8. Ze zbioru cyfr {1,2,3,5, 7} uktadamy wszystkie mozliwe liczby 3-cyfrowe o réznych cyfrach. Z liczb tych
wybieramy losowo jedna. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie ona wielokrotnoscia liczby 657

19.9. a) Wszystkie Sciany szeScianu o krawedzi réwnej 3 dm pomalowano, a nastepnie szeScian rozcieto na
jednakowe szesciany o krawedzi 1 dm. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrany szescian:
- bedzie mial trzy pomalowane $ciany,
- bedzie miat tylko jedng pomalowana $ciane,
- nie bedzie mial zadnej pomalowanej $ciany.
b) Zgodnie z najnowszymi badaniami 70% krasnoludkéw umie czytaé, 40% krasnoludkéw umie pisaé, na-
tomiast 30% krasnoludkéw umie czytaé i pisac.
- Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany krasnoludek umie pisa¢ ale nie umie czytac?
- Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany krasnoludek, ani nie umie pisaé, ani nie umie czytac.

19.10. Dany jest szescian o wierzchotkach ABCDA;B1C1 D, i krawedzi dlugosci 1. Wybieramy losowo dwa
wierzchotki tego szeScianu. Wyznaczaja one odcinek, ktérego sa koncami. Niech A oznacza zdarzenie, ze
losowo wybrane wierzchotki wyznaczyty odcinek dlugoéci 1, natomiast B - zdarzenie, ze losowo wybrane
wierzcholki wyznaczyly odcinek dlugosci v/2. Oblicz i poréwnaj prawdopodobienstwo zdarzen A i B.

19.11. Spoérdd liczb: 0,1,2,3,4, ...,1000 wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze liczba ta jest podzielna przez 4 lub 5.

19.12. Grupa szachistow zorganizowala rozgrywki, w ktorych kazdy zawodnik z kazdym innym zawodnikiem
mial rozegra¢ jedna partie. Postanowiono rozgrywaé po 5 partii dziennie. Rozgrywki trwaly 9 dni. Ilu
szachistéw uczestniczylo w tych rozgrywkach?

19.13. W loterii sa 44 losy przegrywajace, pozostale losy wygrywaja. Ile jest wszystkich loséw, jedli prawdopo-
dobienstwo wyciagniecia losu wygrywajacego wynosi %?

19.14. Sposérdd liczb: —9, —7,—5,—-3,—1,0,2, 4, 6, 8 losujemy dwie rézne liczby a i b, a nastepnie zapisujemy ich
iloczyn a - b. Oblicz i poréwnaj prawdopodobienistwa zdarzen A i B, jesli: A oznacza zdarzenie, ze iloczyn
a - b jest liczba nieujemna; B - zdarzenie, ze iloczyn a - b jest liczba niedodatnia.

19.15. Strzelajac do tarczy pewien strzelec uzyskuje co najmniej 9 punktéw z prawdopodobienstwem 0,5, a
co najwyzej 9 punktéw z prawdopodobienstwem 0, 7. Oblicz prawdopodobienstwo, ze ten strzelec uzyska
doktadnie 9 punktéw.

19.16. O zdarzeniach losowych A i B wiemy ze: P(A) = 3, P(B) = 2, P(AU B) = £. Oblicz:
a) P(ANB),
b) P(A\ B).

19.17. Co czwarta kula znajdujaca sie¢ w urnie to kula biata, pozostate maja kolor czarny lub niebieski. Losujemy
jedna kule. Prawdopodobiefnistwo wylosowania z urny kuli niebieskiej lub bialej jest dwukrotnie mniejsze
niz prawdopodobienstwo wylosowania kuli niebieskiej lub czarnej. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
kuli czarne;j.

19.18. Rzucamy dwa razy symetryczna szeScienna kostka, do gry i okres§lamy zdarzenia: A - wyrzucono dwa razy
te sama liczbe oczek, B - suma wyrzuconych oczek jest wieksza od 7. Oblicz prawdopodobienstwo sumy
tych zdarzen.

19.19. Niech A, B beda zdarzeniami zawartymi w przestrzeni 2. Wiedzac, ze P(A) = 0,62, P(B’) = 0,8 i
P(AUB)=0,5, oblica P(AN B) i P(A\ B).

19.20. Trzy zdarzenia: A, B, C zawarte w przestrzeni () sa parami roztaczne i AU BUC = (.
Wiedzac, ze P(A) = 2P(B) = 3P(C), oblicz P(A).

19.21. W sklepie z zabawkami stoi pudto z trzydziestoma maskotkami: misiami i pieskami. Niektore z nich zo-
staly wyprodukowane w Chinach. Losowo wybieramy jedna maskotke. Prawdopodobienstwa wylosowania:
- maskotki chinskiej jest réwne 0, 7;
- misia jest réwne 0, 8;
- maskotki chinskiej lub misia jest réwne 0, 9.
Ile jest w pudle misiéw produkcji chinskiej, a ile pieskéw produkcji chinskiej?
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19.22. W urnie znajduja sie kule z kolejnymi liczbami 10, 11,12, 13, ..., 50, przy czym kul z liczba 10 jest 10, kul
z liczba 11 jest 11 itd., a kul z liczba 50 jest 50. Z urny tej losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze wylosujemy kule z liczba parzysta.

19.23. Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Wiadomo, ze A,BC Qi P(A)=0, P(B)=1, to
(A) Zdarzenie B jest niemozliwe (B) AnNB =10 (C) Zdarzenie A jest pewne (D) P(AUB) = 3

b) W worku znajduja sie kule biale i niebieskie w stosunku 4 : 3. Losujesz na chybil trafit kule. Jaka masz
szanse wylosowania kuli niebieskiej?

(A) 3¢ (B) (©) 3 (D) 15

¢) W pudetku jest 10 lizakéw: 6 malinowych i 4 truskawkowe. Dziecko wyjmuje 4 lizaki. Prawdopodobien-
stwo tego, ze wérdd nich:

. . , . . . 1
(A) nie ma lizakéw truskawkowych, jest rowlr;e i1

(B) sa tylko lizaki truskawkowe, jest réwne 13

10

6 4
- . . . . 3 1

(C) sa 3 lizaki malinowe i 1 truskawkowy, jest réwne (
)

d) W urnie sg kule o numerach 1,2,3,4,5. Losujemy bez zwracania trzy kule. Numery wylosowanych
kul zapisane w kolejnosci losowania tworza liczbe trzycyfrowa. Prawdopodobienstwo tego, ze jest to liczba
podzielna przez:

(A) 2 jest réwne 2 (B) 4 jest réwne £ (C) 5 jest réwne &

e) W celu przetestowania dzialania leku poddano badaniu dwie grupy pacjentéw chorujacych na pewna
chorobe. W I grupie podawano lek, a w II zamiast leku podawano $rodek neutralny. W tabeli podano
otrzymane wyniki.

Liczba pacjentéw
Grupa | Poprawa | Brak poprawy
I 16 4
11 1 9

Prawdopodobienistwo tego, ze u losowo wybranego pacjenta:
(A) z I grupy nastapila poprawa, jest réwne 0,8

(B) z II grupy nastapilta poprawa, jest réwne 0,1

(C) nastapita poprawa, jest réwne 0,9

f) Niech A, B C Q. Mamy dane P(A4) = 0,6, P(B') =0,31 P(ANB) = 0,4. Wowczas:
(A) P(B\A4)=0,1

(B) P(AUB)=0,9

(C) P(ANB')=0,2

19.24. (R) W wycieczce szkolnej bierze udzial 16 uczniéw, wérdd ktorych tylko czworo zna okolice. Wychowawca
chce wybraé¢ w sposob losowy 3 osoby, ktére maja pdjsé do sklepu. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
wsréd wybranych trzech oséb beda doktadnie dwie znajace okolice.

19.25. (R) Z szuflady, w ktérej znajduja sie dwa batony Marsowe, trzy batony Stoneczne i pieé¢ batonéw Nie-
ziemskich, mama na chybil trafit wyciaga trzy razy po jednym batonie i obdziela nimi po kolei Basie, Krzysia
i Zosie. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze kazde dziecko otrzyma baton innego rodzaju?

19.26. (R) Na stole lezato 14 banknotéw: 2 banknoty o nominale 100 z1, 2 banknoty o nominale 50 z1 i 10
banknotéw o nominale 20 zt. Wiatr zdmuchnal na podtoge 5 banknotéw. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze na podlodze lezy doktadnie 130 zt. OdpowiedZ podaj w postaci utamka nieskracalnego.
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19.27. (R) a) Druzyna siatkéwki sklada sie z szesSciu zawodnikéw. Do kontroli antydopingowej wybiera sie
dwbéch

zawodnikéw. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kontroli poddany zostanie kapitan druzyny?

b) Wéréd 12 zaréwek 4 sa wadliwe. Wybrano losowo 3 zardwki. Jakie jest prawdopodobienistwo tego,
ze co najmniej jedna z nich jest dobra?

c) Z 5 pretéw, ktorych dlugosci sa odpowiednio réwne 1,2, 3,4, 5 jednostek dlugosci, wybieramy losowo

trzy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze mozna z nich zbudowaé tréjkat prostokatny.

19.28. (R) Ze zbioru X = {x : © € CA |z + 4| < 2} losujemy dwa razy (bez zwracania) po jednej liczbie.
Oznaczamy te liczby w kolejnosci losowania, a oraz b. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A - para liczb
(a,b) jest rozwiazaniem nieréwnosci x —y — 2 < 0.

19.29. (R) Na dwdéch prostych réwnoleglych obrano 9 punktéw: na jednej z nich 4 punkty a na drugiej 5
punktéw. Ze zbioru tych punktéow losujemy jednoczesnie trzy punkty. Oblicz prawdopodobienstwo, ze sa
one wierzchotkami pewnego tréjkata.

19.30. (R) Z szuflady, w ktérej znajduje sie 10 réznych par rekawiczek wybieramy losowo cztery rekawiczki.
Opisz zbiér wszystkich zdarzen elementarnych, a nastepnie oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:
A - wéréd wylosowanych rekawiczek nie bedzie pary,
B - wéréd wylosowanych rekawiczek bedzie dokladnie jedna para.

19.31. (R) Dany jest zbior X = {1,2,3,...,n}, n > 3, n € N. Ze zboru X losujemy kolejno bez zwracania dwie
liczby. Oblicz prawdopodobienstwo, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest wieksza od drugie;j.

19.32. (R) Wielokat wypukly ma n wierzcholkéw (n > 3 in € N ), wéréd ktérych losujemy jednoczesnie dwa.
Wyznacz n wiedzac, ze prawdopodobienstwo wylosowania wierzchotkéw wyznaczajacych przekatna tego
wielokata jest mniejsze od %.

19.33. (R) Wzér funkcji f(r) = %5 + c tworzymy w nastepujacy sposob.
Ze zbioru Z = {-3,—-2,—1,1,2,3} losujemy kolejno trzy liczby (bez zwracania); pierwsza z wylosowanych
liczb jest réwna wspolczynnikowi a, druga - wspdlezynnikowi b, trzecia - wspétezynnikowi ¢. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzen:
A - funkcja f jest funkcja malejaca w kazdym ze zbioréw (—oo,2) oraz (2, +00);

B - miejscem zerowym funkcji f jest liczba 0.

19.34. (R) Do szkolnych zawodéw szachowych zglosito si¢ 16 ucznidéw, wsréd ktérych bylo dwéch faworytow.
Organizatorzy zawodéw zamierzaja losowo podzieli¢ szachistow na dwie jednakowo liczne grupy elimina-
cyjne, Niebiesky i Zélt@. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze faworyci tych
zawodow nie znajda sie w tej samej grupie eliminacyjnej. Konicowy wynik obliczen zapisz w postaci utamka
nieskracalnego.

19.35. (R) Uczniowie dojezdzajacy do szkoly zaobserwowali, ze spdznienie autobusu zalezy od tego, ktéry z
trzech kierowcéw prowadzi autobus. Przeprowadzili badania statystyczne i obliczyli, ze w przypadku, gdy
autobus prowadzi kierowca A, sp6znienie zdarza si¢ w 5% jego kurséw, gdy prowadzi kierowca B w 20%
jego kurséw, a gdy prowadzi kierowca C' w 50% jego kurséw. W ciagu 5-dniowego tygodnia nauki dwa razy
prowadzi autobus kierowca A, dwa razy kierowca B i jeden raz kierowca C. Oblicz prawdopodobienstwo
spoznienia sie szkolnego autobusu w losowo wybrany dzien nauki.

19.36. (R) Pewne przedsiebiorstwo ma trzy miejskie numery telefoniczne. Prawdopodobienstwo, iz w danej
chwili korzysta si¢ z danego numeru telefonu wynosi g Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) co najmniej jeden numer jest wolny,
b) dokladnie dwa numery sa wolne.

19.37. (R) a) Dwaj strzelcy réwnoczesnie strzelaja jeden raz do tarczy. Jeden z nich trafia zwykle do celu 7
razy
na 10 strzaléw, a drugi trafia 8 razy na 10 strzaléw. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
przynajmniej jeden z nich trafi do celu?

b) Strzelec trafia do tarczy z prawdopodobienistwem 0, 9. Na kazde 10 strzaléw trafiajacych w tarcze

http://maria.malycha.eu/



Rachunek prawdopodobienstwa mgr A. Pilat, mgr M. Malycha

dwa trafiaja w dziesiatke. Oblicz prawdopodobienstwo, ze strzelajac jeden raz strzelec trafi

w ,dziesiatke”.

19.38. (R) Tabela przedstawia liczbe uczniéw wszystkich klas ITT pewnego liceum.

Klasa | Liczba wszystkich uczniéw | Liczba chlopcow
IIT a 30 10
I b 32 24
1T ¢ 25 15
I d 27 18

Sposrod wszystkich klas trzecich wybieramy losowo jedna klase, a nastepnie z tej klasy jednego ucznia.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze wybranym uczniem bedzie dziewczyna.

19.39. (R) W urnie znajduje sie n kul czarnych i 2n kul bialych (n > 2 i n € N). Losujemy jednoczesnie
dwie kule. Dla jakich n prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul tego samego koloru jest wieksze od
prawdopodobienstwa wylosowania dwéch kul réznych koloréw?

19.40. (R) Losujemy jedna liczbe sposréd liczb: 1,2, 3, ...,1000. Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania liczby
podzielnej przez 4 lub przez 9.

19.41. (R) Wiadomo, ze P(ANB') = P(BNA’), P(AUB) = 0,75, P(AN B) = 0,25. Oblicz: P(B), P(A\ B).

19.42. (R) Dane sa dwa takie zdarzenia A, B C €0, ze P(B) < 5 i P(ANB) > 1. Czy moze zachodzi¢ réwnosé
P(B\ A) = t? Odpowiedz uzasadnij.

19.43. (R) Wykaz, ze jesli A, B sa dowolnymi zdarzeniami przestrzeni 2, to P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB).

19.44. (R) Ze zbioru liczb {1,2,...,2n + 5} wybieramy jednoczesnie dwie liczby. Na ile sposobéw mozemy to
zrobié, tak aby otrzymac¢ dwie liczby takie, ze:
a) ich réznica bedzie liczba parzysta,
b) suma ich kwadratéw bedzie liczba podzielna przez cztery?

19.45. (R) Rzucamy trzykrotnie symetryczng kostka szescienna do gry. Oblicz prawdopodobienistwa nastepuja-
cych zdarzen:
A - na kazdej kostce wypadnie nieparzysta liczba oczek
B - suma kwadratow liczb wyrzuconych oczek bedzie podzielna przez 3.

19.46. (R) Niech A, B C Q beda zdarzeniami losowymi, takimi ze P(A) = 5 oraz P(B) = +%. Zbadaj, czy
zdarzenia A i B sa roztaczne.

16 +
15 +
14 +
13 +
19.47. (R) W pewnym liceum, wéréd uczniéw 30-osobowej klasy 12 +
(kazdy uczen pochodzi z innej rodziny), zebrano dane na 11+
temat posiadanego rodzenstwa. Wyniki badan przedsta- \% 18 :
wiono na diagramie. g 3 4
a) Wychowawczyni wybrala losowo 3 osoby z tej klasy. Ob- g 71
licz prawdopodobienstwo, ze jedna z nich ma dwoje rodzen- 264
stwa, a dwie pozostale sg jedynakami. Wynik zaokraglij do 854
dwdéch miejsc po przecinku. =44
b) Oblicz $rednia, odchylenie standardowe i mediang liczby 34
dzieci w jednej badanej rodzinie. 9 4
1 4

0

0 1 2 3
Liczba rodzenstwa
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19.48. (RR) Wsréd 300 zdajacych egzamin na informatyke bylo 200 absolwentéw, ktdérzy zdali matematyke na
maturze na poziomie rozszerzonym, 75 na poziomie podstawowym i 25, ktorzy nie zdawali matematyki na
maturze. Prawdopodobienstwo zdania egzaminu przez absolwenta jest nastepujace: dla tego, ktéry zdal
mature na poziomie rozszerzonym réwna sie 0,9, na poziomie podstawowym 0,25, a dla tego, ktéry nie
zdawal matematyki na maturze réwna si¢ 0, 1.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany kandydat wéréd 300 zdajacych, zdal pomyslnie egzamin.
b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany kandydat zdal mature z matematyki na poziomie roz-
szerzonym, jesli wiadomo, ze zdal on egzamin wstepny.

19.49. (RR) W szpitalu na oddziale wewnetrznym przebywa rocznie $rednio 2000 chorych. Wsréd leczonych
byto 800 cierpiacych na chorobe K7, 600 na chorobe K5, 400 na chorobe K3 i 200 na chorobe K,. Prawdo-
podobienstwo pelnego wyleczenia z choréb wynosi 0,9, 0,8, 0,7 1 0,5. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) losowo wybrany pacjent jest calkowicie wyleczony,
b) wypisany pacjent jest calkowicie wyleczony. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze cierpial na chorobe Ko?

19.50. (RR) Niech A, B beda zdarzeniami o prawdopodobienstwach P(A) i P(B). Wykaz, ze jezeli P(A) = 0,85
i P(B) = 0,75, to prawdopodobiefistwo warunkowe spelnia nieréwno$é P(A|B) > 0, 8.

19.51. (RR) W urnie jest 6 kul, w tym 5 bialych i jedna czarna. Adam i Jarek losuja bez zwracania po jednej
kuli. Przegrywa ten, kto pierwszy wyciagnie kule czarna. Czy prawdopodobienstwo przegranej jest wieksze
dla tego chlopca ktéry rozpoczyna losowanie? Narysuj drzewo dotyczace tego modelu probabilistycznego i
uzasadnij swoja odpowiedz.

19.52. (RR) Wsréd 100 losowo wybranych uczniéw przepro- J. angielski J. niemiecki
wadzono ankiete. Zadano pytanie ,, ktérych jezykdw

sposérod angielskiego, niemieckiego, rosyjskiego uczy-

le$ sie co najmniej przez 2 lata? Procentowe wyniki

ankiety przedstawiono na diagramie. Niech A ozna- w

cza zdarzenie polegajace na tym, ze osoba wybrana m @
losowo sposrdd oséb ankietowanych uczyla sie jezyka

angielskiego, IV - uczytla sie¢ jezyka niemieckiego i R

- jezyka rosyjskiego. Czy niezalezne sg zdarzenia:

a) AiN, j. rosyjski
b) AiR.

19.53. (RR) Ze zbioru liczb {2,3,4,5,6,7} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania. SprawdZ niezalezno$é
zdarzen:
A - suma wylosowanych liczb jest wieksza od 8,
B - za pierwszym razem wylosujemy liczbe nieparzysta.

19.54. (RR) Dane sa prawdopodobiefistwa warunkowe P: P(A|B) = £, P(A|B’) = } oraz P(B) = ;. Oblicz
P(A)i P(AN B).

19.55. (RR) Pewna firma ma cztery rézne numery telefonéw. Prawdopodobienstwo tego, ze pojedynczy numer
bedzie w danej chwili zajety jest réwne % Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze:
a) co najmniej jeden numer bedzie wolny,
b) dokladnie trzy numery beda wolne.

19.56. (RR) Karol gra w szachy z siostra. Oboje sa réwnorzednymi partnerami. Czy bardziej prawdopodobne
jest, ze Karol wygra pie¢ z siedmiu rozegranych partii, czy sze$é¢ partii z odmiu?

19.57. (RR) Prawdopodobienistwo trafienia do tarczy w pojedynczym strzale przez pewnego biatloniste wynosi
0, 8. Biatlonista oddaje serie 5 strzalow. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:
a) tarcza zostanie trafiona dokladnie cztery razy,
b) tarcza zostanie trafiona co najmniej jeden raz.

19.58. (RR) Prawdopodobiefistwo, ze w danym dniu ,$wieci stofice” w miejscowosci M wynosi 3. Przyjezdzamy
na 14 dniowy urlop do M. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze ,stonice bedziemy mieli” dokladnie przez 10
dni.
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19.59. (RR) Krotki lancuch choinkowy sklada sie z dwudziestu zaréwek. Dla kazdej z zaréwek prawdopodo-
bienstwo, ze bedzie dzialaé¢ przez co najmniej 300 godzin jest rowne 0, 9.
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w krétkim lancuchu w ciagu 300 godzin przepali sie co najwyzej
jedna zaréwka. W obliczeniach mozesz przyjaé, ze (0,9)!% ~ 0, 14.
b) W skrzyni jest 6 lancuchéw krétkich i 4 lancuchy dlugie. Do dekoracji choinki uzyto cztery losowo
wybrane tancuchy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze do dekoracji uzyto dwéch tancuchéw kroétkich i
dwoch tancuchéw diugich.

20 Rachunek pochodnych

20.1. (RR) Oblicz granice funkcji:

a) f(z) = % w punkcie zg = 2,
b) f(z) = % w punktach xg = 2, zg = —2 oraz przy = — oo,
c) flx) =~ g+2a: 2 w punkcie zg = 3,

d) f(z) = \/1’2 + 2z — x przy x — o0,

e) flx) =2 =342 hunkeie 2o = 1,
(z) =

5 — 4x+d

£) f(z 647"‘ w punkme zo = 4,
g) f(z) = —x+ 1 przy x — —o0,
h) f(z) = T ﬁprzyx—>oo
i) f(z) = 2232 w punkcie zo = 0.
20.2. (RR)

Wyznacz réwnania asymptot funkcji:

a) f(z) giJrg
b) f(x) = ot

x

20.3. (RR) Dana jest funkcja f(z) = 2*.
a) Oblicz warto$¢ wyrazenia M dla h=0,1.

JEERZI@) oy wartosé h dazy do zera?

b) Do jakiej liczby dazy warto$é wyrazenia
20.4. (RR) Oblicz granice funkeji
1
li z+h
0 h

8=

20.5. (RR) a) Dla jakiej wartoéci parametru k zachodzi réwnosé:

2 _
lim & (k+Dz+k

r—1 x2 —1

=5.

b) W zaleznosci od parametru k € R oblicz granice funkeji

1 —Vkx+1
lim —————.

z—0 x

20.6. (RR) Naszkicuj wykres pewnej funkcji f, ktéra spelnia nastepujace warunki:
a) dziedzing jest zbiér R\ {-3,1},
b) jest ciagla w swojej dziedzinie,
c)
lim f(z) =

r—r—00
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20.7. (RR) a) Zbadaj ciaglosé¢ funkcji:

—2z% 43242 T#2
— r—2 )
ra={ 7, v

2%, r <0

dla tej wartosci parametru m, dla ktérej
m—-—x, x>0

b) Wykonaj wykres funkcji f(z) = {

funkcja f jest ciagla.
¢) Niech

f(x):{a:i%, T =2

me+1, <2

Wyznacz warto$¢ parametru m tak, aby funkcja byla ciagla. Dla wyznaczonej wartosci parametru
m:
- sporzadz wykres funkcji,
- zapisz wzor funkcji z uzyciem wartosci bezwzgledne;j.
20.8. (RR) Trzy walce, kazdy o wysokosci 5 m o promieniach podstaw odpowiednio réwnych: 3 m, 2 m, 1 m,
postawiono jeden na drugim.
a) Wyraz pole przekroju bryly utworzonej przez te walce, plaszczyzna réwnolegla do podstaw walcéw jako
funkcje odleglodci tego przekroju od plaszczyzny dolnej podstawy najwigkszego walca.
b) Czy ta funkcja jest ciagta?
c) Sporzadz jej wykres.

20.9. (RR) Wyznacz pochodna funkcji:

a) f(z) = —32% +x dla zg = 0,
b) f(z) = (x = 2)*(1 —a?),
c) f(z) = 22{”;?1,

d) f(z) = 4/,
e) f(z) = cos x,
(z) =

sinx

f) f(x 22
g) f(z) = \/7932 +
h) f(z) = tg(1 - 2?).

20.10. (RR) a) Dana jest funkcja okreélona wzorem f(z) = 322 —x +4 oraz punkt M = (1,y0) nalezacy do
wykresu tej funkcji. Wyznacz wspélezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w punkcie M.
Wyznacz réwnanie tej stycznej.

b) Wyznacz wspélezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(z) = 31{2;21 Wz = 2.

¢) Wyznacz kat, ktéry styczna do wykresu funkcji w punkcie o odcietej g = % tworzy z dodatnia
potosig osi OX, gdy f(z) = 2v/3z%.

d) Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 8¢ — 2* w punktach jej przeciecia z osia OX.

e) Dla jakiej wartosci parametru m prosta y = %33 — % jest styczna do wykresu funkcji f(z) = 2% +m.

20.11. (RR) Na wykresie funkcji f(x) = 22 — 2 +3 wyznacz taki punkt P, w ktérym styczna do tego wykresu
jest réwnolegta do prostej o réwnaniu y = 7z — 2.

20.12. (RR) Dana jest funkcja f(x) = ?jb o ktérej wiadomo, ze f(3) =5 i f/(1) = -3.

2
a) Wyznacz wzor tej funkcji i okresl jej dziedzne.

b) Wyznacz miejsca zerowe.
20.13. (RR) a) Uzasadnij dlaczego funkcja f(x) = 3z + 2sinx nie posiada ekstremum.
b) Dla jakiej wartosci parametru m liczba xg = 1 jest miejscem zerowym pochodnej funkeji
f(z) =23 — 2ma? + 2.

c) Zbadaj monotonicznosé¢ funkcji f(x) = 5z + cosdwx.
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20.14. (RR) Wyznacz parametry a,b wiedzac, ze funkcja y = 2% + ax + b w punkcie z = 3 osiaga ekstremum
réwne 1.

21+1

20.15. (RR) Wyznacz zbiér wartosci funkcji o wzorze f(x) = okreslonej na przedziale (2, 3).

20.16. (RR) Dla jakich wartosci parametru m funkcja okreslona wzorem f(z) = +ma® — 222 + (m — 3)z + 1
jest funkcja rosnaca w R.

20.17. (RR) Funkcja f dana jest wzorem f(z) =23 —62% + cdlaz € RiceR.
a) Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartosé funkcji f w przedziale (—1,3) wiedzac, ze f(0) =
b) Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

20.18. (RR) Dana jest funkcja f(z) = 23 — pz? + bz — 2.
a) Znajdz taka warto$¢ parametru p, dla ktérej funkcja f osiaga minimum w punkcie x = 5.
b) Dla wyznaczonego p podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f.

20.19. (RR) Funkcja f(z) = 2 + 322 — 62 — 2 przyjmuje dla argumentu p wartos¢ 8, a jej pochodna ma
dla argumentu p wartos¢ 0.
a) Oblicz p.
b) Wyznacz ekstrema funkcji f.
¢) Podaj przedzialy mnonotonicznosei funkeji f.

20.20. (RR) Zbadaj monotonicznoéé i ekstrema funkeji f(z) = 622 — x3.
20.21. (RR) Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji f(x) =z + %
20.22. (RR)

)

Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji okreslonej wzorem f(x) = £ +

w8

20.23. (RR) Funkcja f zmiennej rzeczywistej x jest okreélona wzorem f(z) = 2% — maz.

a) Dla jakich wartoéci m, funkcja f jest malejaca w przedziale (—1,1)?
b) Dla m =3 wyznacz najmniejsza 1 najwigksza warto$é funkcji f w przedziale (1,4).

20.24. (RR) Dla jakiej wartoéci parametru k funkcja f(z) = 2® — 422 + kx osigga ekstremum w punkcie
xg = 17 Wyznacz drugie ekstremum i okresl rodzaj kazdego z nich.

20.25. (RR) Wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji:
a) f(z)=a*+2° -8z - 122+ 1w (0,3),

b) f(z) = L8 w (=3,1).

20.26. (RR) Okno ma ksztalt prostokata zakonczonego na gérze pétkolem. Jaka powinna by¢ podstawa prosto-
kata, zeby przy obwodzie okna wynoszacym 2 m powierzchnia okna byla najwieksza?

20.27. (RR) Jaki prostokat o obwodzie 36 cm ma najkrétsza przekatna?

20.28. (RR) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 12. Jaka
powinna byé dlugosé krawedzi podstawy tego graniastostupa, aby jego objetosé byta maksymalna?

20.29. (RR) Przez punkt P = (—1,4) prowadzimy proste przecinajace uktad wspéirzednych w punktach A =
(2,0), B = (0,y), przy czym = < 01y > 0. Wyznacz réwnanie tej z nich, dla ktérej suma odleglosci
punktéw A i B od poczatku uktadu wspotrzednych jest najmniejsza.

20.30. (RR) Funkcja f dana jest wzorem f(z) =23 —62° + cdlaz € RiceR.
a) Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartosé funkcji f w przedziale (—1,3), wiedzac, ze f(0) = 8.
b) Wyznacz przedzialy monotonicznosei funkcji f.

20.31. (RR) Funkcja f ma nastepujace wlasnosci:
- jej dziedzing jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych,
- f jest funkcja nieparzysta,
- f jest funkcja ciagla oraz:
f'(x) <0dlaze (-8,-3),
f'(z) >0dlaxz e (-3,-1),
(:E) <0 dla x 6 ( 1,0),
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f(=1) =1
W prostokatnym ukladzie wspdlrzednych na plaszczyZnie naszkicuj wykres funkeji f w przedziale (—8, 8),
wykorzystujac podane powyzej informacje o jej wlasnosciach.
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