Ciagi

1.

10.

11.

Dany jest ciag (a,) okreSlony wzorem a,, = (—1)" - dlan=1,2,3... . Oblicz as, a4 i as.

n2
Sprawdz, czy dany ciag jest:

a) arytmetyczny: a, = 17,

b) geometryczny, gdy b, = (an)2 i a, =3-2" oraz czy ciag (ay) jest
ciagiem geometrycznym.

Na rysunku przedstawiono cze$¢ wykresu pewnego nieskoficzonego ciagu
arytmetycznego (a).

a) Na podstawie wykresu tego ciagu odczytaj jego pierwszy wyraz i

mgr A. Pitat, mgr M. Malycha
a) Podaj pieé¢ wyrazdéw ciagu:
oV b= e {5 T s
b) Ktoére z wyrazéw ciggu sa réwne zero:
an:%, b, = (n? —1)(n* — 5n + 6)
c) Dany jest ciag a, = n? — 6n. Ktére wyrazy ciagu sa mniejsze od 10?
d) Zbadaj monotonicznosé ciagu:
0, = 2% — 3041, dn:2—|—4+6;—...+2n
n
. Dany jest ciag (a,), gdzie a,, = 37;':_21 dla n =1,2,3... Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciagu wieksze od %
2-n

roznice.

b) Podaj wzér na ogdlny wyraz tego ciagu.

c) Niech b, = f%nz bedzie wyrazem ogélnym ciagu (by,).
Dla jakich wartosci n, a, = b,7

Oblicz pole figury zlozonej ze stu prostokatéw, ktére po-
wstaly w sposéb pokazany na rysunku.

W ciggu arytmetycznym (a,) dane sa wyrazy: az = 4, ag = 19. Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktérych

wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od 200.

W nieskonczonym ciagu arytmetycznym czwarty wyraz jest réwny 17, a suma wyrazéw trzeciego i szostego

39. Wyznacz roznice i pierwszy wyraz tego ciggu.

Wyznacz liczbe skladnikéw w sumie 2+ 5+ 84 11 + ... + 449 i oblicz te sume.

Rozwigz réwnanie (22 + 1)+ 2z +4) + (224 7) + ... 4+ (22 + 28) = 155, jesli wiadomo, ze skladniki po lewej

stronie sa kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.

Tomek w dziesiatym dniu sezonu grzybowego zebral 13 kg grzybéw.

a) Oblicz ile grzyb6éw zebral Tomek pierwszego dnia, jezeli wiadomo, ze kazdego poprzedniego dnia zbieral

o) % kg mniej.
b) Ile kilograméw grzybéw zebral w ciagu tych 10 dni?
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Darek odkladal ze stypendium pieniadze na wakacje. W pierwszym miesiacu odtozyl 30 zl, a w kazdym
nastepnym o 5 zlotych wiecej niz w poprzednim. Przez ile miesiecy oszczedzal, jezeli w sumie uzbieral 450
ztotych?

Pewna figura o polu réwnym 270 cm? sklada sie ze skoficzonej liczby prostokatéw, ktérych pola tworza ciag
arytmetyczny. Pole najmniejszego prostokata wynosi 12 cm?, a najwickszego 48 cm?.

a) Z ilu prostokatéw sklada sie figura?

b) Oblicz pole trzeciego prostokata tej figury.

Krzys postanowil wybudowaé wieze z klockéw, wedlug nastepujacego
szkicu projektu. Ma do dyspozycji 210 szesciennych klockéw o wysokosci
4 cm. Jak wysoka wieze moze zbudowadé?

Sredni zarobek pieciu pracownikéw pewnej firmy wyniést w maju 1560 zlotych, a najwyzsza pensja wynioslta
1800 zlotych.

a) Oblicz wysokosei pensij tych pracownikéw w maju jesli wiadomo, ze tworzyly one ciag arytmetyczny.
b) W czerwcu nie pracowal juz pracownik, ktéry w maju zarabial najmniej i wtedy pensje pozostaltych czte-
rech wzrosly o jednakowa kwote. Ile zarabial kazdy z pozostalych pracownikéow w czerwcu, jesli wiadomo,
ze kwota przeznaczona na wyplate pensji byla w czerwcu taka sama jak w maju?

Dany jest ciag arytmetyczny (a,), gdzie n > 1. Wiadomo, ze dla kazdego n > 1 suma n poczatkowych
wyrazéw S, = a1 + as + ... + a,, wyraza sie wzorem: S,, = —n? + 13n.

a) Wyznacz wzér na n-ty wyraz ciagu (a,).

b) Oblicz aL007-

c) Wyznacz liczbe n, dla ktérej a,, = 0.

Na trzech potkach ustawiono 76 plyt kompaktowych. Okazalo sie, ze liczby plyt na pétkach gérnej, $rodkowe;j
i dolnej tworza rosnacy ciag geometryczny. Na $rodkowej pélce stoja 24 plyty. Oblicz, ile plyt stoi na pélce
gérnej, a ile plyt stoi na pdlce dolnej.

Przedstaw w tabeli liczby mieszkancéw miasta w ciagu 3 lat, zakladajac, ze miasto w 2004 roku ma 200
tysiecy mieszkancéw i liczba ta co roku bedzie malala o 5%.

Rok 2004 2005 | 2006 | 2007
Liczba mieszkancow | 200000

Dany jest rosnacy ciag geometryczny, w ktérym a; = 12, ag = 27.

a) Wyznacz iloraz tego ciagu.

b) Zapisz wzér, na podstawie ktérego mozna obliczy¢ wyraz a,, dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
¢) Oblicz wyraz ag.

Jasio w pierwszym miesigcu nauki opanowal 500 sléw. W kazdym kolejnym miesigcu opanowywal o 20%
stéw mniej niz w miesigcu poprzednim.

a) Ile stéw opanuje w trzecim miesiacu nauki?

b) Ile stéw Jasio opanuje po czterech miesiacach nauki?

Pitka upuszczona z wysokoéci 6, 25 m, odbijgjac sie¢ od ziemi, osiagala za kazdym razem wysokos$¢ wynoszaca
% poprzedniej.

a) Jak wysoko wzniosla sie pitka po trzecim odbiciu sie od ziemi?

b) Ile metréw przebyta pitka od momentu upuszczenia do chwili zetkniecia sie z ziemia po raz czwarty?

Liczby m, 4,n, w podanej kolejnosci, sg trzema poczatkowymi wyrazami ciggu geometrycznego, gdzie

(22)3-2—5 1 2 s
m=g e n= (22 1) +2° 1.
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a) Oblicz sze$¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu.
b) Wyznacz taka liczbe p, aby m,n, p, w podanej kolejnosci tworzyly ciag arytmetyczny.

Pan X umoéwit sie z panem Y, ze bedzie mu wyplacal codziennie przez trzy tygodnie pieniadze, przy czym
pierwszego dnia 10 zt, drugiego 20 zl, trzeciego 30 zl, czwartego 40 zl itd. W zamian pan Y wyplaci mu
pierwszego dnia 1 grosz, drugiego 2 grosze, trzeciego 4 grosze, czwartego 8 groszy itd. Ktory z tych panéw
zyska na umowie i ile?

Rodzenstwo w wieku 8 i 10 lat otrzymalo razem w spadku 84100 zl. Kwote te ztozono w banku, ktory
stosuje kapitalizacje roczna przy rocznej stopie procentowej 5%. Kazde z dzieci otrzyma swoja czesé spadku
z chwila osiggniecia wieku 21 lat. Zyczeniem spadkodawcy bylo takie podzielenie kwoty spadku, aby w
przyszlosci obie wypltacone czesci spadku zaokraglone do 1 zt byly réwne. Jak nalezy podzieli¢ kwote 84100
zl miedzy rodzenstwo? Zapisz wszystkie wykonywane obliczenia.

Pan Kowalski planujac wyjazd na wakacje letnie w nastepnym roku postanowit zatozy¢ lokate, wptacajac
do banku 2000 zl na okres jednego roku. Ma do wyboru trzy rodzaje lokat:

lokata A - oprocentowanie w stosunku rocznym 5%, kapitalizacja odsetek po roku,

lokata B - oprocentowanie w stosunku rocznym 4, 8%, kapitalizacja odsetek co pét roku,

lokata C - oprocentowanie w stosunku rocznym 4, 6%, kapitalizacja odsetek co kwartal.

Ocen, wykonujac odpowiednie obliczenia, ktora lokata jest najkorzystniejsza dla Pana Kowalskiego.

a) Cena plaszcza byla 4 razy podwyzszana o 5%. Jaka jest obecna cena plaszcza, jezeli przed pierwsza
podwyzka kosztowal on 400 zt?

b) Kapital w wysokosci 1000 zt zlozono w banku na procent sktadany. Jaka bedzie wielko$é kapitatlu po 6
latach przy oprocentowaniu rocznym wynoszacym 5%.

¢) Do jakiej kwoty wzrosnie kapital 500 zt zlozony na 5 lat, jezeli roczna stopa wynosi 4%, a odsetki sa
kapitalizowane co pét roku.

d) Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi 4,5% w skali roku, wplacono 5000 zi. Oblicz stan tej
lokaty po dwodch latach oszczedzania, jezeli od nalicznych odsetek bedzie pobierany co roku podatek w
wysokosci 20%.

e) Inwestor planuje uzyska¢ w banku kredyt, ktéry zamierza splacié po czterech latach. Taki kredyt w
banku A jest oprocentowany 12% w skali roku, a odsetki sa dopisywane do dlugu co pét roku. Bank B
oferuje oprocentowanie roczne 11% z roczng kapitalizacja odsetek, a przy zwrocie kredytu pobiera prowizje
w wysokosci 4% kwoty udzielonego kredytu. Ocen, ktora oferta jest korzystniejsza dla kredytobiorcy.

Test wyboru. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

a) Z liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 6 daja reszte 2, tworzymy ciag, ktéry jest ciagiem:
(A) geometrycznym

(B) rosnacym

(C) arytmetycznym

(D) ani arytmetycznym, ani geometrycznym

b) Jakie wartosci powinny przyjaé x i y, aby ciag 2, x,y, 12 byl ciagiem arytmetycznym?
(A)x:lsliy:? B)z=Liy=% (C) brak takich liczb D)z=4iy=38

c) Czy siédmy wyraz ciagu a, = n? —n + 1 jest:
(A) mniejszy od zera

(B) wiekszy od zera i mniejszy od 25

(C) wigkszy od 25 i mniejszy od 50

(D) wigkszy od 50

d) W nierosnacym ciagu geometrycznym So = 4 1 Sy = 20. Wyraz pierwszy i iloraz ciggu wynosza:
(A)ay=2ig=2 B)a;=—-4iqg=-2 (C)ay=3iqg=-2 (D)a,=1iqg=2

5n+6
10(n+1)

a) Zbadaj monotoniczno$é ciagu (a,).

(R) Dany jest ciag (an), gdzie a, = dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

http://maria.malycha.eu/



Ciagi mgr A. Pilat, mgr M. Malycha

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

b) Oblicz

lim a,
n—o0

c) Podaj najwigksza liczbe a i najmniejsza liczbe b takie, ze dla kazdego n spelniony jest warunek a < a,, < b.

(R) Nieskoniczony ciag liczbowy (a,) jest okreslony wzorem a, = 4n — 31, n = 1,2,3,... . Wyrazy
ak, Qg+1, k12 danego ciagu (a,), wziete w takim porzadku, powiekszono: wyraz a; o 1, wyraz ag41 0
3 oraz wyraz apy2 0 23. W ten sposob otrzymano trzy pierwsze wyrazy pewnego ciggu geometrycznego.
Wyznacz k oraz czwarty wyraz tego ciagu geometrycznego.

(R) a) Dany jest ciag liczbowy a,, = 3n%? — 3n + 2 okredlony dla dowolnej liczby n € N..
Wykaz, korzystajac z definicji monotonicznosci ciagu, ze ciag (a,) jest rosnacy.

. , . . . , =3
b) Ciag (a,) okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposob { Zl e, ,dlan>1.
ntl = a1

Wyznacz wzér ogdlny ciagu.

(R) Dany jest ciag (a,) majacy te wlasnos$é, ze dla kazdej liczby naturalnej n suma n poczatkowych
wyrazéw tego ciagu jest réwna 1(7n? — n). Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu. Wykaz, ze (a,) jest
ciggiem arytmetycznym.

(R) Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére nie dziela si¢ przez 3.

(R) Z ciagu liczb naturalnych (1,2,3,4,5,...) wybrano 100 kolejnych takich liczb, z ktérych kazda ma te
sama wlasnosé, ze jezeli podzielimy ja przez 3, to otrzymamy reszte jeden. Wyznacz najmniejsza z nich,
wiedzac, ze suma wszystkich tych liczb jest réwna 17950.

(R) Liczbe naturalna t¢,, nazywamy n-ta liczba tréjkatna, jezeli jest ona suma n kolejnych, poczatkowych
liczb naturalnych. Liczbami trojkatnymi sa zatem: ¢ =1, to =1+2=3,t3=14+2+3 =6,
ta=14+2+3+4=10,t5s =1+2+3+ 4+ 5 = 15. Stosujac te definicje:

a) wyznacz liczbe t17.

b) uléz odpowiednie réwnanie i zbadaj, czy liczba 7626 jest liczba trojkatna.

c) wyznacz najwieksza czterocyfrowa liczbe tréjkatna.

(R) Ciag liczbowy (ay,) jest okredlony dla kazdej liczby naturalnej n > 1 wzorem: a, = (n — 3)(2 — p?),
gdzie p € R.

a) Wykaz, ze dla kazdej wartosci p ciag (a,) jest arytmetyczny.

b) Dla p= 2 oblicz sume aso + ag1 + @22 + ... + a4g.-

c) Wyznacz wszystkie wartosci p, dla ktérych ciag (b,,) okredlony wzorem b,, = a,, — pn jest staly.

(R) Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) wyraza si¢ wzorem S,, = 2n? +n dlan > 1.
a) Oblicz sume 50 poczatkowych wyrazéw tego ciagu o numerach parzystych: as + a4 + ag + ... + a100-
b) (RR) Oblicz
1. n
00 302 — 2
(R) Liczba (—l) jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f(x) = 1522 + bx + ¢. Ciag (15,b,¢) jest

5

arytmetyczny. Oblicz wspolczynniki b i c.

(R) Wykaz, ze jezeli liczby b, c,2b — a sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego to liczby ab, b?, c? sa
kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

(R) Wiedzac, ze dla pewnego ciagu geometrycznego (a,) o wyrazach dodatnich prawdziwa jest réwnosé
S14 =5+ Sz, oblicz iloraz tego ciggu. Symbol S,, oznacza sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (an).

(R) Réznica miedzy drugim a pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego wynosi 5, za$ réznica miedzy
czwartym, a pierwszym wyrazem tego ciggu wynosi 35. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciagu i jego iloraz.

(R) Wyznacz pierwsze trzy wyrazy ciagu geometrycznego wiedzac, ze sa one dodatnie, ich suma jest réwna

21 oraz suma ich odwrotnosci jest réwna 1—72
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43.
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45.

46.

47.

3244
(R) Liczba z jest pierwiastkiem réwnania 2logz = log(4x —4) za$ z jest pierwiastkiem réwnania 3~ = 81.
a) Wyznacz liczbe y, tak aby liczby z,y, z byly trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.
b) Znajdz sume szesciu poczatkowych wyrazéw powyzszego ciagu geometrycznego.

(RR) a) Dla jakich wartosci = ciag geometryczny o ilorazie ¢ = —%x2 + x4+ % jest zbiezny?
b) Dla jakich wartosci x szereg geometryczny 1+ % + ﬁ + ﬁ + ... jest zbiezny? Oblicz sume.
(RR) Dany jest ciag okreslony rekurencyjnie:

a1:2
Gpny1 =3 a,+2, neNT.

Oblicz pigé poczatkowych wyrazéow tego ciagu. Udowodnij metoda indukcji matematycznej, ze powyzszy
ciag mozna wyrazi¢ wzorem ogélnym a, = 3" —1 dla n € NT.

(RR) Liczby 0,(1) i 0,0(5) sa pierwszym i drugim wyrazem nieskoniczonego ciagu geometrycznego. Oblicz
trzeci wyraz tego ciagu i zapisz go w postaci utamka okresowego.

(RR) Goérna podstawe kwadratu o boku diugosci 4 podzielono na trzy réwne

czedci 1 skonstruowano kwadrat, nastepnie gorna podstawe kwadratu gérnego
podzielono na trzy réwne czesci i znéw skonstruowano kolejny kwadrat, itd. 4
a) Oblicz sume obwoddw wszystkich kwadratéw.

b) Oblicz sume pol wszystkich kwadratéw.

4
(RR) Oblicz granice ciagu:
a) an = AT
b) b = 322
R

d) d,, = 8 +2n3 — 4n®
e) e, =3-4" —5nt!
£) fo=vn—2—+yn—4

_ 3/ n342
g) 9n = 8nd3+n

h) h, = %

s\ » _ 1454254...45"
1) in = O3_5n+l

j) jn = 2(2J§fn

k) k, = ﬁgjﬁ# wiedzac, ze 12 +22 + 3% + ... + n? = w
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