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Zastosowania matematyki

Na mapie w skali 1:8 000 000 odlegtosé¢ miedzy Lublinem a Szczecinem jest réwna 8,5 cm. Oblicz odlegtosé
pomiedzy miastami.

Cena 1 kWh energii elektrycznej wynosi 46 gr. Ile kosztuje ogrzewanie mieszkania przez tvdzien dwoma
grzejnikami o mocy 1,5 kW. Kazdy grzejnik pracuje 5 godzin na dobe.

Wiadro wisi przywiazane do lancucha nawinigetego na walek kolowrotu, tak jak
przedstawiono na rysunku. Aby wiadro dotknelo lustra wody nalezy wykonaé
14 pelnych obrotéw korba. Oblicz, odleglosé lustra wody od brzegu studni, gdy
wiadomo, ze walek kotowrotu ma érednice 20 cm. Wynik podaj w zaokragleniu
do 1 m.

Gdyby maz oszczedzal miesigcznie jednakowa kwote, to po 20 miesiacach suma zaoszczedzonych pieniedzy

bytaby réwna cenie samochodu Renault Megane. Gdyby zona oszczedzala miesiecznie jednakowa kwote,
to po 80 miesiacach zaoszczedzitaby te sama sume co maz. Po ilu miesigcach zbiora oni te¢ sama sume
oszczedzajac razem 7

Swiezo skoszona trawa zawiera 60% wody, a wysuszone siano tylko 15% wody. Oblicz, ile kilograméw
wysuszonego siana mozna otrzymac z 1 tony $wiezo skoszonej trawy? Wynik podaj w zaokragleniu do
pelnych kilograméw.

a) Ile kilograméw wody nalezy dolaé¢ do 0,5 kg 30% roztworu soli, aby otrzymaé roztwoér 5%.

b) W jakim stosunku nalezy zmieszaé¢ roztwér cukru o stezeniu 10% z roztworem cukru o stezeniu 16% aby
otrzymaé roztwor cukru o stezeniu 12%?

¢) Ania i Zosia kupily pewna ilo$¢é pomaranczy. Ania zrobila sok z 30%, a Zosia z 25% zakupionych owocéw.
O ile procent wiecej soku zrobita Ania ?

Obok, na wykresie kolowym, przedstawiono procentowy udzial
stacji telewizyjnych w zyskach z reklam w 1999 roku. Wiedzac, ze
w 1999 roku caly zysk z reklam wynidst 2 miliardy zlotych, oblicz
o ile wiecej pieniedzy uzyskala telewizja Polsat niz TVP2.

W roku 1999 $wiat liczyl 5978 1% 13%

mln mieszkancéow. Wykres ko- 12% & A Kka Pol i Srodk
towy przedstawia, jaki procent w 6% meryka Potnocna i Srodkowa
tej liczbie stanowia mieszkancy N\ Ameryka Poludniowa
poszczegdlnych kontynentéw. b2 8 9

a) Ile ludno$ci mieszkalo w 2 % Afryka

Europie, a ile w Azji? [ ] Oceania

b) O ile wiecej ludnosci miesz- _

kalo w Ameryce Polnocnej i [ Europa

srodkowej niz w Ameryce Po- [ Azja

tudniowej?  Wyniki podaj w

zaokragleniu do 0,01 mln. 60%

c) Od 1 maja 2004 roku w krajach Unii Europejskiej mieszka¢ bedzie okolo 500 milionéw ludzi. Jakim
procentem wszystkich mieszkancéw Ziemi, ktorych jest obecnie 6 mld, sa obywatele Unii Europejskiej?
Wynik zaokraglij do 1%.
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Zastosowania matematyki mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

1.9. Histogram przedstawia rozktad ocen koncowo-
rocznych z matematyki w pewnej klasie.
a) Oblicz érednig arytmetyczng ocen z mate-
matyki w tej klasie.
b) Jaki procent uczniéw uzyskal ocene z ma-
tematyki wyzsza niz $rednia klasy?

Liczba ocen

O N Wk Lo J 00 ©
]
T

ndst  dop

1.10. Dany jest wykres drogi jaka przejechal kierowca pewnego samo- s[km)]

chodu w ciagu 8 godzin. 600 -
a) Jaka droge pokonal kierowca w ciagu drugiej godziny jazdy? 500 1+
b) Jaka byla $rednia predko$é na calej trasie? 400 4
c) Jak dtugo jechal kierowca z predkoscia 75577 388 T
100 -
0 it
1.11. Pewna pompa pompuje 20 m? wody w 2 godziny i 40 minut. 01234567 sth

a) Ile czasu potrzeba, by ta pompa wypompowalta 100 m? wody?
b) Ile wody wypompuje ta pompa w ciaggu 1 godziny i 15 minut?

1.12. Srednia placa w pewnym starostwie zatrudniajacym 50 pracownikéw wynosila 2000 zl. Po zatrudnieniu
nowego pracownika stazysty Srednia miesieczna placa spadla o 1%. Oblicz place nowego pracownika.

1.13. W pewnym zakladzie kazdy z dziesieciu pracownikéw wykonuje w ciagu jednej zmiany $rednio 2700 detali.
Po zatrudnieniu nowego pracownika $rednia wykonywanych detali w ciggu zmiany spadia o 4%. Oblicz, ile
detali wykonuje w ciaggu zmiany nowozatrudniony pracownik?

1.14. Dwa statki wyplywaja z portu w tym samym momencie. Jeden

z nich plynie na zachdéd z predkoscig 17 mil na godzine, a drugi — a

na potudnie z predkoscia 12 mil na godzine. Jesli ¢ oznacza czas T~ -

w godzinach od momentu wyplyniecia statkow z portu, to wyraz Rl b
odlegto$¢ d miedzy statkami w dowolnym momencie jako funkcje T~<_ -
czasu t.

1.15. W miedcie dzialajg dwie firmy takséwkowe A i B. Za przejazd taksowks firmy A pobierana jest oplata
opisana wzorem: A(z) = 4 + 1,6x, natomiast za przejazd takséwka firmy B wzorem: B(z) = 3,2 + 1,7z,
przy czym z oznacza liczbe przejechanych kilometréw. Dla jakich wartosci @ dlugosci trasy przejazdu,
oplata za przejazd taksowka firmy A jest nizsza od oplaty za przejazd takséwka firmy B?

1.16. Przemieszczanie s (w metrach) pewnego ciala jest funkcja czasu ¢t (w sekundach) opisana wzorem:
s(t) = t? + 6t + 10. Oblicz $rednia predkosé tego ciala w czasie t € (4,7).

1.17. Z drutu miedzianego o dlugosci 11 metréw odcieto kawaltek, ktorego dlugo$é zmierzona w centymetrach
jest réwna dlugosci pozostalej czesci drutu mierzonego w decymetrach. Oblicz dlugosé odcietego kawaltka
drutu.

1.18. Dwie konkurencyjne firmy ,,Alfa” i ,Beta” chcag podjaé sie organizacji wycieczki. Oplata za wycieczke w
przypadku kazdej z ofert sktada sie z czesci stalej, niezaleznej od liczebnosci grupy oraz stawki za kazdego
uczestnika. Oplata stala i stawka wynosza odpowiednio 3000 zt i 245 zt w firmie ,,Alfa” oraz 4400 z1 i 206
zt w firmie ,Beta”. Oblicz:

a) przy jakiej liczbie uczestnikéw wycieczki korzystniejsza jest oferta firmy , Alfa”,
b) jakie koszty przypadna na kazdego z 38 uczestnikéw wycieczki zorganizowanej przez firme ,Beta” (koszty
podaj z doktadnoscig do 1 zt).
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Liczby rzeczywiste mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

1.19. Pewna firma telekomunikacyjna proponuje abonentowi do wyboru dwa warianty oplat miesiecznych za
telefon.
I - za kazdy impuls 20 groszy i jednoczes$nie brak oplaty stalej.
IT - za kazdy impuls 8 groszy i jednoczesnie oplate stala w wysokosci 12 zl.
a) Dla kazdej z mozliwodci zapisz w postaci wzoru zalezno$¢ miedzy miesieczna oplata za telefon a liczba
wykorzystywanych w miedcie impulséw.
b) Ktoéra z mozliwosci nalezy wybraé, jezeli zakladamy, ze miesiecznie wykorzystuje sie 120 impulséw?
c¢) Oblicz, przy jakiej liczbie impulséw wykorzystywanych w ciagu miesiaca wybdr pomiedzy podanymi
wariantami nie ma znaczenia.

[km]
1.20. (R) Bogdan pierwsza cze$é drogi do szkoly szedl, a druga biegl (patrz 4
wykres). Oblicz z jaka predkoscia szedl, a z jaka biegl i jaka byla jego 3

Srednia predkos¢ na catej trasie. Wyniki podaj w kilometrach na godzine. 2

0 3
0 5 10 15 20 [min]

1.21. (R) Pociag o dlugosci 500 m jadacy ze stala predkoscia 48 % przejezdza przez tunel. Od momentu
wjazdu lokomotywy do tunelu do momentu opuszczenia go przez ostatni wagon pociaggu uptywa 2,5 minuty.
Oblicz dlugosé tunelu.

1.22. (R) Z dwé6ch miejscowosci A 1 B ruszaja naprzeciw siebie dwaj piechurzy. Pierwszy z nich pokonal trase
z miejscowoéci A do B i nie zatrzymujac sie wrécit do miasta A. Drugi pokonal te¢ sama droge, co pierwszy,
tyle, ze ruszyl z miasta B, doszedl do miasta A i nie zatrzymujac sie¢ wrécit do miasta B. Piechurzy mineli
si¢ po raz pierwszy w odlegtosci 4 km od miasta A, a po raz drugi w odlegtosci 2 km od miasta B. Oblicz
odleglo$¢ miedzy miastami A i B.

2 Liczby rzeczywiste

2.1. Niecha=2-3-52-11°ib=4-3%.5.7-11%
a) Wyznacz NWW (a,b) i NWD(a,b).
. NWW (a,b
b) Oblicz W((a,b))'
c) Wykaz, ze NWW (a,b) - NWD(a,b) =a-b.

2.2. Rozl6z liczby a i b na czynniki pierwsze, a nastepnie wyznacz NWW (a,b) i NW D(a,b), gdy
a) a =429, b =143
b) a =105, b= 187
c)a=24, b=60

2.3. Wykonaj dzialania:
a) V34 /24— V81
1
b) T
c)dlaa=+vV5-v2ib=+vVV5+V2 oblicza-b, 5+, (a—1b)2 L +b?
d) V5-2V6+V3-2v2-VT-4/3

1
2.4. Oblicz, jaki procent liczby x stanowi liczba y, gdy x = (% - ﬁ) (272327, y= 32%%.

2.5. Kibic obserwujac zawody lekkoatletyczne oszacowal dlugo$é¢ rzutu miotem na 78 m 40 cm, a okazalo sig,
ze mlociarz rzucil mtot na odlegloéé 77 m 76 cm. Dlugosé skoku tréjskoczka kibic ocenit na 17 m i 20 cm,
natomiast rezultat jaki po chwili ukazal sie na tablicy wynikéw to 17,36 m. W ktérym przypadku kibic
popekil wiekszy blad wzgledny?

2\~2_43

2.6. Dane sa liczby: a = M oraz b= (13 —(-0,3)) - (f—g)% .

a) Oblicz wartosci doktadne oraz wartosci przyblizone obu liczb w zaokragleniu do 0,01.
b) Wyznacz blad wzgledny i bezwzgledny przyblizenia liczby a.
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Liczby rzeczywiste mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

a) Oblicz wartos¢ wyrazen m i n.
b) Dobierz liczbe k tak, by (m,n, k) byly kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.

L

272.(0,5)~°
1
646

2.7. Dane sa wyrazenia arytmetyczne: m = in=

wlo

2.8. Dwa oporniki o oporach: jeden r oméw, a drugi 4 omy potaczono réw-
nolegle (patrz rysunek). Opér R ukladu tak polaczonych opornikéw,
mozna wyznaczy¢ ze wzoru % = % + i, r > 0. “
a) Wyznacz R w zaleznosci od .
b) Uzasadnij, ze dla kazdego r > 0 musi by¢ spelniony warunek R < 4.

2.9. W pewnej firmie zakupiono dwie drukarki. Pierwsza kosztowala 1000 zl, a druga 1200 zl. Okazalo sie,
ze jeden wydruk uzyskany z pierwszej drukarki kosztuje 5 gr a z drugiej 4 gr. Dla jakich x calkowity
koszt (lacznie z ceng zakupu) wykonania x wydrukéw na pierwszej drukarce bedzie bardziej oplacalny, niz
calkowity koszt wykonania x wydrukow na drugiej z nich?

2.10. Wyznacz ulamek o mianowniku 250, ktéry jest wiekszy od 0, (8) i jednoczesnie mniejszy od %

2.11. Zamien liczbe 1,24(36) na ulamek zwykly.

1 . 1 1 1 1
o1 obliczsume G + 75 + w3 ot s

1
n

2.12. Wykorzystujac rownoéc: m

— V6+v2
V6—V2
2.14. Klient zlozyl w banku A 5000 zl na okres 2 lat z oprocentowaniem rocznym 5% i roczng kapitalizacja
odsetek. Okazalo si¢ pdzniej, ze gdyby te samg kwote zlozyl w banku B, to po dwdch latach mialby o 343
zt wiecej. Oblicz jakie oprocentowanie oferowal bank B, jesli kapitalizacja wkladéw odbywala sie w nim co

po6t roku.

2.13. Sprawdz, czy liczby a i b=2,5(9) naleza do zbioru rozwiazan nieréwnosci % > 3.

2.15. Cena plaszcza kolejno malala najpierw o 20%, a nastepnie o 30% i wtedy kosztowal on 700 ztotych. Jaka
byla cena plaszcza przed obnizkami?

2.16. Jeden z bokéw prostokata zmniejszono o 40%, a drugi zwigkszono o 50%. O ile procent zmienilo si¢ pole
prostokata?

2.17. W 1995 roku zbiory kawy na Swiecie wynosity 5489 tys. ton, a w roku 2001 - 7300 tys. ton. W Wietnamie
zebrano w 1995 roku 4%, a w 2001 roku 12, 3% $wiatowego zbioru kawy. O ile punktéw procentowych zbiory
kawy w Wietnamie byly wieksze w 2001 roku w poréwnaniu z 1995 rokiem. O ile procent wzrosty zbiory
kawy w Wietnamie w 2001 roku w poréwnaniu z rokiem 19957

2.18. (R) Na budowe domu mozna zaciagnaé¢ pozyczke w wysokosci 63450 euro. Do wyboru sa dwa warianty
sptaty:
I - w kazdym miesigcu splacasz réwne raty kazda w wysokosci 2% pozyczonej kwoty.
IT - pierwsza rata miesieczna wynosi 2500 euro, kazda nastepna jest o 50 euro mniejsza niz poprzednia.
a) Ile miesiecy potrwa splata mieszkania w kazdym z wariantéw ?
b) Oblicz, ile wynosi ostatnia rata sptaty w kazdym z wariantéw.
¢) Oblicz, od ktdérego miesiaca rata splacana wedlug wariantu II bedzie nizsza niz w przypadku wariantu I.

2.19. (R) Liczba palindromiczna nazywamy liczbe naturalna, ktéra czytana z prawej do lewej lub z lewej do
prawej strony daje te sama liczbe np.: 5225. Udowodnij, ze liczba czterocyfrowa palindromiczna jest
podzielna przez 11.

2.20. (R) Bank przyjal kwote 50000 zt na 5% rocznie z roczna kapitalizacja odsetek i pozyczy? ja na 6% rocznie
z ta sama kapitalizacja. Ile zyskal bank w ciggu pieciu lat, a ile zyskal w ciagu dziesieciu lat?

2.21. (R) Dane sg liczby: v6 — /5, v6 + /5, 5_57‘/57 2-V5 Zbadaj, czy wsrdd tych liczb jest para liczb
przeciwnych i czy jest wéréd nich para liczb odwrotnych.

S
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Logika i zbiory mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

2.22. (R)

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

: 1 1 1 1 1
a) Oblicz s AT v vies Tt e vaos

b) Oblicz a* + b*, gdy a®> +b*> =9 oraz a + b = 1.
c) Wykaz, ze jeSliz +y+ 2 =0, to xy + yz + zz < 0.

s oaiadl] 9L — 92 — 43— _ G ajtagtagt..tay _ ay
d) Wykaz, ze jesli L=p=g== 1 bh+tbtby+..+b, #0to Fipgstn = 3.

Logika i zbiory

Ocen warto$é logiczna zdania (jezeli jest ono zdaniem logicznym):

a) Gdynia jest miastem portowym.

b) 7 jest liczba szczesliwa.

¢) Co masz zrobié jutro zréb dzisiaj.

d) Liczba 7 i jej kwadrat powickszony o 4 sg liczbami pierwszymi.

e) Istnieje kwadrat, ktérego przekatna jest réwna potowie obwodu lub istnieje kwadrat o polu /2.

f) Pole tréjkata réwnobocznego o boku 1 jest mniejsze od pola rombu o boku 1 lub jest wicksze od pola
kwadratu o boku 1.

g) p: 6/3506, q: \/g ew, r: liczba naturalna n, ktéra przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2 ma
postaé n = 3k + 2 dla pewnej liczby naturalnej k.

Ocen warto$é logiczng zdan (p VvV r) Ag.

h) Kilimandzaro jest najwieksza géra Afryki wtedy 1 tylko wtedy, gdy stru$ jest najwigkszym ptakiem.

i) Jezeli tréjkat jest réwnoboczny, to ma dwa boki réwne.

j) Jezeli Poznan lezy nad Odra, to jest stolica Wielkopolski.

Podane wyrazenie poprzedz kwantyfikatorem, aby otrzymaé zdanie prawdziwe:
a) Vz? = |z|

b) 6|n(n+1)(n +2)

c) ”;2 _;11 =3

d) liczba x jest jednoczesnie liczba pierwsza i liczba parzysta.

Zbiér A ma 12 elementéw, zbiér B ma 9 elementéw, zbior AU B ma 17 elementéw. Ile elementéw nalezy
do zbioru A\ B.

Wykonaj dziatania na zbiorach:

a) C,N

b) W, NW

c) A={1,2,3,4}, B={-2,-1,0,1,2}
d) A={zeN: 10z}, B={z e N:5z}

Zbiér A jest zbiorem tych wszystkich liczb rzeczywistych,

ktére spelniaja nier6wno$é |z + 24| < 96, a zbiér B jest

przedstawiony na osi liczbowe;j.

a) Zapisz zbiér A w postaci przedzialu liczbowego.

b) Opisz zbiér B za pomoca nieréwnosci z wartosdcia bez- -42 72 X
wzgledna.

c) Wykaz, ze liczba 72 nalezy do zbioru A\ B.

Wyznacz wszystkie liczby = € R, ktére spetniajg nieréwnoéé z2 < 4z, ale nie spelniaja nieréwnoéci
|z + 2| < 3.

Dane sg zbiory: A= {z € R:2?—42—-5< 0} oraz B= {x € R:2?—3x > 0}. Zaznacz na osi liczbowej
zbiory A i B oraz wyznacz zbiory AN B i B\ A.

Wykonaj odpowiednie obliczenia i ocen, ktére z podanych zdan jest prawdziwe, a ktore falszywe:

-2
1
p: —3%2=9, q: V81 +64=17 r:\/3274:<9>.

Ocefr wartosé logiczna zdania: (p A q) = r. Odpowiedz uzasadnij.

http://maria.malycha.eu/



,»Krok po kroku” mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

3.9. Zbiér A jest zbiorem rozwigzan nieréwnoéci: —x? + 2x 4+ 3 > 0, zbiér B jest dziedzing funkcji wymiernej
2
W(z) = 2=%. Wyznacz réznice zbioréw A\ B.

dx—zx2"

3.10. (R) a) SprawdZ, czy nastepujace wyrazenia sa tautologiami:
q=(pVa
p=(pNq)
~ (@A (~q) = (~p)Va)
[(p=a)N(a=p)]=(pVa)
b) Rozstrzygnij, czy poprawne jest rozumowanie:
Jezeli wiesz, ze umarte$ to umarles i jezeli wiesz, ze umarles to nie umarles wiec nie wiesz, ze umartes.

3.11. (R) Zaznacz w ukladzie wspoélrzednych zbioér punktéw, ktérych wspélrzedne spelniaja nieréwnosé:
logi (2 — z? —y?) > —1.

3.12. (R) Zbadaj, czy pierwiastki réwnania (%) Y12 (%)z + 27 = 0 naleza do sumy zbioréw rozwiazan
nieréwnosci:  logs (loga(x* =5)) >0 1 ZE <5,

LN

3.13. (R) Dane sa zbiory A = {z; 2 € RA2® —42® — 82> +32 > 0}, B = {z; z € RAlog,,(4 —z?) >
log, , (6x — 3)}. Wyznacz zbiory AN B, A\ B.

3.14. (R) Zaznacz zbidr wszystkich par (x, y) liczb rzeczywistych, dla ktérych wyrazenie +/4 — 22 — y2— \/y—llW

ma wartos¢ rzeczywista. Zbior ten przedstaw graficznie na plaszczyznie XOY.

3.15. (R) Wykonaj dzialania na przedzialach A, B, jezeli A jest przedzialem, w ktérym funkcja f(z) = HT;

jest rosnaca, B jest przedzialem bedacym dziedzina funkcji g(z) = m.

3.16. (R) Niech A ={(x,y); |z|+|y| <2}, B={(z,y); -1 <2 <1A2<y<6}. Ktéry z tych zbioréw ma
wieksze pole?

3.17. (R) W ukladzie wspolrzednych zaznacz zbiér AN B, gdy: A = {(z,y); z > -2 Ay < 0},
B={(z,y); v’ < |z +1]}.

3.18. (R) W ukladzie wspélrzednych XOY zaznacz iloczyn kartezjanski A x B, gdy: A = {z; |z| > 1}
B={y; |yl <1}

4 ,,Krok po kroku”

4.1. a) Podnoszac liczbe dodatnia 3 —+/5 do kwadratu otrzymamy

(3—+5)2 =14 —-6V5.

\/14—6v5 =3 — /5.

Zaproponuj analogiczng rownoséé dotyczaca liczby v/11 4 4v/7. Uzasadnij zaproponowang réwnosé.

b) Pokazemy, ze liczby /7 +4v3 i 2 ++/3 sa réwne, czyli, ze V;Ifff =1

Najpierw rozszerzymy utamek, zeby usuna¢ niewymierno$¢ z mianownika:

Stad otrzymujemy ciekawa roéwnos$é

;I\“ff;:g _ \/<7+4f’)f—\/§)2 =T+ V37— 4V3) = VI - B = 1.

Pokaz podobnie, ze 6 — 2v/5=+/5 — 1.
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,»Krok po kroku” mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

4.2. Istnieje wygodny sposéb szybkiego podnoszenia do kwadratu liczb dwucyfrowych konczacych sie cyfra 5:
352 =100-3 -4+ 25 = 1225,
752 =100 - 7 - 8 + 25 = 5625,
ktéry wynika z nastepujacego rozumowania:
(10a + 5)? = 100a* + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25.

Znajdz sposob szybkiego podnoszenia do kwadratu liczb ztozonych z calosci i % i uzasadnij go. Oblicz w

ten sposéb (4%)2 oraz (9%)2 .

4.3. Aby wyznaczy¢ wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych spelniajace réwnanie: zy = x — y + 3, mozna
postapié¢ nastepujaco:
krok 1. Najpierw przeksztalcamy to réwnanie do postaci: (zy —z)+y =3
krok 2. Nastepnie z pierwszego sktadnika sumy po lewej stronie tego réwnania, czyli z nawiasu, wylaczamy
wspélny czynnik przed nawias a drugi sktadnik sumy uzupelniamy do wyrazenia, ktére wystepuje w nawiasie
tak, by réwnania pozostaly réwnowazne:

z(y—1)+@wy—-1)=3-1

krok 3. Lewa strone otrzymanego rownania zapisujemy w postaci iloczynowej przez wylaczenie wspélnego
czynnika (y — 1) przed nawias:
(y—D(x+1)=2.

krok 4. Poniewaz lewa strona tego rownania jest iloczynem dwoch czynnikow catkowitych, wiec jego prawa
strone, czyli liczbe 2 rowniez przedstawiamy w postaci iloczynu dwéch liczb catkowitych:

(y—D(x+1)=2=1-2=2-1=(-1)-(=2) =(-2) - (-1).

krok 5. Poréwnujemy obie strony rownania i zapisujemy je w postaci alternatywy czterech uktadow rownan
(bo tyle otrzymali$my rozkladéw liczby 2 w postaci iloczynu liczb catkowitych):
[(z+D)y-1) =2«

r+1=1 r+1=2 r+1=-1 r+1=-2
@Hy—1:2 V{y—1:1 V{y—1:—2 V{y—1:—1}

krok 6. Rozwigzujemy powyzsze uktady réwnan:

z=0 r=1 T =-2 r=-3
{ y=3 v{ y=2 v{ y=-1 v{ y=0
krok 7. Na koniec wyciagamy wniosek, ze jedynymi parami liczb calkowitych speiniajacymi wyjsciowe

réwnanie sa pary liczb: (0,3), (1,2)(-2,-1),(-3,0).
Postepujac analogicznie, wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych spelniajace rownanie: zy = 2z —y 4+ 5.

4.4. Dany jest algorytm (Euklidesa) obliczania NW D(a,b) i NWW (a,b) :
niech a = 22991 i b = 19667,
22991 > 19667

4
22991 = 1- 19667 + 3324
19667 = 5 - 3324 + 3047
3324 = 1-3047 + 277
3047 =11-2774+0
4

NWD(22991,19667) = 277

NWW (22991, 19667) = %7719667 = 1632361.

Korzystajac z podanego algorytmu oblicz:

NWD(1615,2618) i NWW (1615,2618)
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4.5.

4.6.

4.7.

Wiadomo, ze wielomian okre§lony wzorem W (z) = z* + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, bo dla
dowolnego x € R wyrazenie z? + 1 przyjmuje wartoéci dodatnie. Mozna go jednak roztozyé na iloczyn
czynnikéw nierozkladalnych stopnia drugiego w nastepujacy sposéb:

e najpierw zapisujemy wyrazenie z* + 1 w postaci sumy kwadratow: (22)2 + 12

e nastepnie uzupelniamy te sume do pelnego kwadratu (jak ponizej):

(3?2 +1% = ()% + 222 + 12 — 227 = (22 + 1)? — 22%;
e otrzymang réznice (22 + 1)% — 222 zapisujemy w postaci réznicy kwadratéw:
(22 +1)? — 222 = (2® + 1) — (V22)%
e stosujemy wzér skréconego mnozenia na réznice kwadratow:
(22 +1)% — (V22)% = (2 + 1 — V2z)(2* + 1 + V2z);
e i otrzymujemy rozklad wielomianu W (x) na iloczyn czynnikéw nierozkladalnych:
W(z) = (22 — V2x + 1)(2® + V2z + 1).
e Postepujac analogicznie, 10z167 na czynniki nierozktadalne wielomian Q(z) = 2% + 9.
Sume kolejnych liczb nieparzystych od 1 do 999, tzn. sume
S=1+34..+995+997 + 999
mozna obiczy¢ grupujac sktadniki parami:
S =(1+999)+ (3+997) + ... + (499 + 501),
tak, ze suma liczb kazdej pary wynosi 1000. Par jest 250, bo skladnikéw byto 500, stad:
S =250 - 1000 = 250000.

Analogicznie oblicz sume:
S=54+104+ ... 4+ 990 + 995 4 1000.

wLiczba naturalna jest podzielna przez 36, gdy jest podzielna przez 4 i jest podzielna przez 9”. Np. Liczba
187524 jest podzielna przez 36, bo jest podzielna przez 9, gdyz jej suma cyfr 1 4+8+7+5+2+4 =27
jest podzielna przez 9 oraz jest podzielna przez 4, bo liczba utworzona z dwéch ostanich cyfr, czyli liczba
24 jest podzielna przez 4.
a) Wykorzystujac podang zasade podzielnosci, sprawdz, ze liczba 24110352 jest podzielna przez 36.
b) Podaj, jaka cyfra powinno zastapi¢ sie X, aby liczba 51403X8 byla podzielna przez 36.

c¢) Uzasadnij, ze liczby naturalne postaci 10" 4+ 8, gdzie n jest liczba naturalng wieksza od 1, sa podzielne
przez 36.
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4.8. Pole tréjkata o wierzcholkach A = (1,2), B =(3,0), C =(2,4) - Y
mozna obliczy¢ stosujac nastepujaca metode: 4
e zaznaczamy w ukladzie wspélrzednych punkty ABC; O i
e rysujemy prostokat KLMN w sposob przedstawiony na ry- - 3

sunku (odpowiednie boki prostokata maja by¢ réwnolegte do osi
uktadu wspolrzednych);

2
e odczytujemy dlugosci odpowiednich odcinkéw: I B
|KL| =2, |[LM| =4, |AK| =2, |[MC|=1, |OCN|=1, [NA|=2; ....4....
e obliczamy pole prostokata: P, = |KL|-|LM|=2-4=8§; } 0
e obliczmy pola odpowiednich tréjkatéw prostokatnych: R
1 oo
Proke =35 |AK| |KL| 5 2:2=2
1
Prive =75 |LM| IMC| 5 1=2
I
Prona =75 ‘CN‘ |NA‘ 5-1-2=1
e od pola prostokata odejmujemy sume pol tréjkatéw:
Pripo =8— (2+2+1) :3[j2]'
Stosujac opisang wyzej metode, oblicz pole tréjkata o wierzchot-
kach
A=(1,0), B=(5,1), C =(3,4).
4.9. (R) Korzystajac z réwnosci (n_ll)n = ﬁ — %, mozna obliczy¢ nastepujaca granice:
li ! + ! + ! + ...+ !
im | — — o+ — ) =
nsoo\1-2 2-3 3-4 (n—1)-n
o AT S A U4 N U G S A A
~ it 2 2 3 3 1) w1 n)) "
1
= lim (1 — ) =
n—o00 n
Wykaz rownosé % — ﬁ = m, a nastepnie, korzystajac z niej, oblicz granice:
li ! + ! + ! + .+ !
im (—+—+4+—+.. .+ ———
nsoo\1-4 2-6 3-8 n-(2n + 2)

5 Funkcja i jej wlasnoSci
5.1. Wyznacz dziedzing i miejsca zerowe funkcji:
a) /(@) = @i
b) f(z) = ﬁ
c) f(z) = \/2 — ||
d) f(z) = 5%

e) flx) = 244

5.2. Wyznacz wzér funkcji g(x) = f(x —3) — 1, gdy f(z) = 2? isporzad? jej wykres.
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5.3. Opisz spos6b, w jaki nalezy przksztalci¢ wykres funkcji f, aby otrzymaé wykres funkcji g, gdy:
a) f(x) =sin3z A g(x) = sin(3x + )
b) f(z) =222 A g(x) =22% — 122 + 12

5.4. Na podstawie wykresu funkcji ustal:
a) dziedzine funkcji i jej zbioér wartosci,
b) miejsca zerowe oraz przedzialy monotonicznosci,
c) argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci do-
datnie
i ujemne.

5.5. (R) Dany jest wykres pewnej funkcji, gdzie € R. Sporzadz
wykres funkcji:
b) Y= _f(_'r)a
c) y=|[f(z)l.

Opisz przeksztalcenia jakie wykonates.

sin3xr—sin
EEE———

5.6. (R) Znajdz miejsca zerowe funkcji f(z) =

5.7. (R) Korzystajac z definicji funkcji zbadaj monotonicznoéé funkcji f o wzorze f(z) = 2% w zbiorze liczb

x+1
rzeczywistych dodatnich.

5.8. (R) Zbadaj na podstawie definicji, czy funkcja f jest réznowartosciowa:
a) f(z)=1-a
b) f(z)=(r —3)?+1

5.9. (R) Zbadaj parzystos¢ funkcji f.
a) f(x) = 2?54
b) () = 232
c) f(z) =z
d) f(z) = xloggjr—i
e) f(z) =[z[+=

5.10. (R) Funkcja okresowa f ma okres podstawowy 4. Naszkicuj wykres tej funkcji, jezeli dla = € (—2,0)

okreglona jest wzorem f(z) = 1.

5.11. (R) Wskaz przedzialy monotonicznodci funkcji f(x) = z — [z], gdzie [x] oznacza czesé calkowita z .

6 Funkcja linowa
6.1. Uzasadnij, ze punkty: A = (—1,1), B = (1,5) i C' = (1000, 2003) naleza do jednej prostej.

6.2. Dana jest prosta p o réwnaniu y = %x — 4 oraz punkt A = (4, 3).
a) Wyznacz réwnanie prostej ¢ prostopadlej do prostej p i przechodzacej przez punkt A.
b) Wyznacz wspélrzedne punktu, w ktérym przecinaja sie proste p i q.
c¢) Oblicz pole tréjkata ograniczonego tymi prostymi i osia OY.
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6.3. Dana jest funkcja f o wzorze f(z) = —3z + 3.
a) Wyznacz wzér funkcji g, wiedzac, ze jej wykres jest réwnolegly do wykresu funkcji f oraz przechodzi
przez punkt A = (1, 3).
b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f i g.
¢) W jednym ukladzie wspolrzednych narysuj wykresy funkcji f i g.
d) Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji f i g oraz osiami ukladu wspoélrzednych.

6.4. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji y = ax + 3.

a) Wyznacz wzér funkcji.

b) Wykonaj wykres funkcji dla tych x, ktére spelniaja nieréwnosé: 7‘7% + % > 0.
6.5. Dana jest funkcja f(z) = 3z + b,z € R oraz wiadomo, ze f(x — 2) = 3x — 5.

a) Wyznacz wspdlezynnik b i podaj wzoér funkceji f.

b) Narysuj wykres funkcji g(x) = f(z) + 2 i oblicz, dla jakich argumentéw wartosci funkeji g sa ujemne.
6.6. Punkty A = (6,—5), B =(—1,9),C = (-1,3) i D = (3, —5) sa wierzcholkami trapezu ABCD.

a) Wyznacz réwnania prostych zawierajacych podstawy tego trapezu.

b) Uzasadnij, ze prosta o réwnaniu y = %:c — 1—23 zawiera wysokos¢ trapezu poprowadzona z wierzchotka D.

6.7. Narysuj wykres funkcji f i podaj jej wlasnosci:
a) f(z)=—|z+2|+1
b) f(z) = [4 — 2z|

6.8. Do wykresu pewnej funkcji liniowej naleza punkty A = (4,m?), B = (5,9). Dla jakich wartosci parametru
m funkcja jest malejaca, dla jaki rosnaca, a dla jakich stata?

6.9. Rozwiaz réwnania:
a) V6z — 3 =12 — /32
b) m—(m—1)2=(m+1)(-m+1)
c)10+|1—2/=15
d) 3|t + 1] = |2t + 2|

6.10. Okresdl liczbe rozwiazan réwnania z niewiadoma x, gdy:
a) a’r+1=a%+azx
b) B—m)z=4+x

6.11. Zebrano 6 kg $wiezych grzybéw zawierajacych 90% wody. Ile beda wazyly te grzyby po wysuszeniu, jesli
zawarto$é wody spadnie do 40%.

6.12. Rozwiaz nieréwnodci, rozwigzanie przedstaw na osi liczbowej.
3z—1 _ x+4 S5x—11
a) =45 3 23

b) 5z —2(2(3z — 1) — 3z) > 1 — 6z
c) |3z +6/ <9
d) 2|z| +2 > |z|
e) |4— %x| > %
6.13. Rozwiaz uklad réwnan:

[ 0le+0.2y=1 ) [ da(rt5) -8y +3) +4y? =dle—y)* ) [ jrH+gy=3
YV 2y=a+1 20+ 3(y+1) =2 D\ y=-1rt6

6.14. Ojciec polecil synowi rozwiazaé¢ 17 zadan i powiedzial, ze za kazde poprawnie rozwigzane zadanie da mu
3 zlote, a za kazde blednie rozwiazane zabierze mu 4 zlote. Ile zadan syn rozwiazal poprawnie, jesli od ojca
otrzymal tylko 2 ztote?

6.15. Dwie siostry maja razem 41 lat, a ich mama jest dwa razy starsza od starszej z sidstr. Za piec lat wszystkie
razem beda mialy 100 lat. Ile lat maja siostry, a ile ich mama?

6.16. W czasie trzech godzin samolot przelecial z wiatrem droge diugosci 1134 km. Lecac pod wiatr z taka
sama predkodcia samolot przelecial w czasie jednej godziny 342 km. Jaka jest predko$¢ samolotu, a jaka
predkosé wiatru?
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6.17. W jednym miescie jest pewna liczba centrali telefonicznych potaczonych kazda z kazda i podobnie w
drugim mieécie, w ktorym liczba centrali jest o 3 wieksza. Oblicz, ile centrali jest w kazdym z miast, jezeli

6.18. Oblicz pole figury wyznaczonej przez uklad
x>0
nieréwnosci: y+x <5
20 —x > 4.

6.19. Opisz za pomoca ukladu nierownosci zbior
punktéw trojkata PAM przedstawionego na
rysunku. Uzasadnij, ze tréjkat PAM jest pro-
stokatny.

6.20. (R) Rozwiaz réwnania i nieréwnoséi:
a)|r+2/=3—-VaZ-2r+1
b) 3z +6| — |2z —2| =z +38
c)m+3+|-m+1[=5
d) [2]z]|+3| <5
e) [t+6|+ 4t +4]>1
£) 13—k <|1— k|

g) |22 — 1| > 1 — x - rozwiaz graficznie.

6.21. (R) Wykresem funkcji f jest prosta przechodzaca przez punkty A = (0,3), B = (—2,1). Wyznacz wzdr
funkcji f oraz rozwiaz nieréwnosé: f(|2z 4 1|) < 13 — 3.

6.22. (R) Podaj dla jakiej wartosci parametru m proste o réwnaniach ma — (2m — 3)y + 3 =0,
(2m +5)x + (m+6)y — 6 =0 sa réwnolegle oraz prostopadle.

6.23. (R) Trzy miasta A, B, C polozone sa tak, ze dlugo$é drogi z A do C przez miasto B jest réwna 90 km, z
B do A przez C - 61 km, z C do B przez A - 69 km. Oblicz odlegloéci miedzy tymi miastami.

r+y+z=4
6.24. (R) Rozwiaz uklad réwnan: ¢ 2z +y—5z=—1
3r—y+2z2=3

|z —2|+3y =8

6.25. (R) Rozwiaz uklad réwnan
(R) Roawia { 2l —y =2

(m—1Dz—2y=m

33+ my = —2 w zaleznosci od parametru m. Dla

6.26. (R) Zbadaj liczbe rozwiazan uktadu réwnan: {
m = 1 rozwiaz ten uklad graficznie.

3r—2y=m—11

T4y=2m+3 jest para liczb:

6.27. (R) Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu réwnan {

a) dodatnich,
b) ujemnych,
¢) o réznych znakach ?

|z| —3 dla |x| < 4

|z] dla |x| > 4

Na podstawie wykresu okreél wlasnosci tej funkcji: monotoniczno$é, réznowartosciowosé, parzystosé i cia-
glosé.

6.28. (R) Narysuj wykres funkeji f(z) = {
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7

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Funkcja kwadratowa

Wiedzac, ze liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f(z) = 22+bx—12, wyznacz wspélezynnik

b oraz drugie miejsce zerowe tej funkcji. Przedstaw wzér funkeji w postaci kanonicznej i iloczynowe;j.

a) Wyznacz wspolczynnik b tak, aby przedziat (—8,00) byt zbiorem wartosci funkcji f(x) = 22 + bx + 1.

b) Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = (1 — z)(x + 1) 4+ 22. Wyznacz zbiér wartosci funkeji f.

Pewna parabola o wierzchotku W = (2,5)
przecina o$§ w punkcie A = (0,4). Wyznacz
wzér funkcji kwadratowej, ktérej wykresem
jest parabola. Wyznacz miejsca zerowe tej
funkcji.

Wyznacz wspétczynniki b i ¢ tréjmianu y = 22 + bx + ¢, jesli spelniony jest warunek:

a) tréjmian osiaga najmniejsza warto$¢ réwng 7 dla z = —1,

b) tréjmian przyjmuje wartosci ujemne tylko dla xz € (—1,4),

c) wykres tréjmianu jest symetryczny wzgledem prostej x = 3 i przecina 0§ OY w punkcie (0, 5).

Funkcja f jest okreglona wzorem f(x) = 222 — 5x + ¢, gdzie ¢ € R.

a) Wyznacz wszystkie wartosci wspdlczynnika ¢, dla ktérych funkcja nie ma miejsc zerowych.

b) Wyznacz wszystkie wartoéci wspdlezynnika ¢, dla ktérych jednym z pierwiastkéw jest liczba 1, 5.

¢) Wyznacz wszystkie wartodci wspdlezynnika ¢ tak, aby wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem funkeji
f, nalezal do prostej o réwnaniu y = —zx.

Wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$é¢ funkcji w podanym przedziale:
a) f(z)=2%-2x, =€ (-1,3),
b) f(z) = 2% +4x +4, x € (—4,-3).

Funkcja kwadrtowa f okreslona wzorem: f(z) = ax?+ bx + ¢ ma jedno miejsce zerowe oraz do jej wykresu
naleza punkty A = (0,1) i B = (2,9).

a) Wyznacz wartosci wspotezynnikéw a, b i c.

b) Oblicz miejsca zerowe funkeji f.

¢) Wyznacz przedzialy monotonicznodci funkgji.

O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f o wzorze f(x) = 222, aby otrzymaé wykres funkcji g
opisanej wzorem g(x) = 2(z + 1)? — 2z — 4? Sporzadz wykres funkcji g oraz wykres funkcji h(z) = = — 1.
Na podstawie wykreséw odczytaj liczbe rozwiazan réwnania g(z) = h(x).

W ponizszej tabeli przedstawiono 4 argumenty i odpowiadajace im wartosci pewnej funkcji kwadratowej.
Wyznacz wzér tej funkeji.

x| 2]0]2]4
vy | =6 020

7.10. Zaktad ,Cukiernik” produkuje torty w ksztalcie walca w réznych rozmiarach. Ich ceny podaje tabelka:
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Srednia podstawy walca d [dm] 4 5 6 8 10
Cena ¢ [21] 10 | 60 | 84 | 144 | 220

a) Wyznacz wzér funkcji kwadratowej opisujacej zalezno$¢ miedzy wielko$ciami ¢ od wielkosci d danymi w
tabelce.
b) Wyznacz ceng tortu o $rednicy 9 dm.

h(t) = —5t% + 50t + 10

h(t)[m]
100 T+
7.11. Pocisk wystrzelony pionowo w gore, po osia-
gnieciu maksymalnego punktu toru, spada w
dét. Funkcja h(t) = —5t% + 50t + 10 przypo- 50 4+

rzadkowuje czasowi t (w sekundach) lotu wy-

soko$é h (w metrach), na ktérej znajduje sie

pocisk. Oblicz maksymalng wysokos¢, na kté- #[s]

rej znajdowal sie pocisk. f —t—+— 1

-1 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11

7.12. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie dodatniej = réznice liczb wyrazajacych pole kwadratu o boku
x i dlugosci przekatnej tego kwadratu.

a) Podaj wzoér funkeji f i narysuj jej wykres.

ov 4+

b) Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji f w przedziale <g, 2v/2).

7.13. Obwdd prostokata jest réwny 24 cm. Jakie powinny by¢ dlugosci bokéw tego prostokata, aby walec, ktory
powstanie przez obrét prostokata wokél jednego z bokéw, miala jak najwieksze pole powierzchni bocznej?

7.14. Wyznacz dziedziny funkcji: f(z) = /(1 —x)(3 —z) oraz g(xr) = V1 —x -+/3 —x. Sprawdz, czy te
dziedziny sa réwne.

7.15. Funkcja kwadratowa f(z) = —%372 + bx + ¢ przyjmuje jednakowe wartosci dla argumentéw 11 5. Do
wykresu tej funkcji nalezy poczatek uktadu wspolrzednych.
a) Wyznacz wartosci wspdlezynnikéw b i c.
b) Dla wyznaczonych wartosci wspélczynnikéw b i ¢ naszkicuj wykres funkcji f.

7.16. Rozwiaz uklady nieréwnoéci:
) |z +4] =2 b) (22 +1)%2 =222 — 102 > 5+ (z — 1)?
N —5x—-1)>a(z—-1) 2— 245 o 12

7.17. a) Jezeli odejmiemy od danej liczby jej odwrotnosé, to otrzymamy 29—0. Jaka to liczba?
b) Kwadrat piatej czeéci stada malp zmniejszonej o 3 schowal si¢ w jaskini. Zostala na widoku jedna malpa,
ktora weszta na drzewo. Ile bylo malp?
¢) Znajdz trzy kolejne liczby parzyste tak, aby suma kwadratéw dwédch mniejszych liczb byla réwna kwa-
dratowi trzeciej liczby.

7.18. Wiasciciel sklepu kupuje aparaty fotograficzne ptacac producentowi 100 zt za sztuke i sprzedaje 40 apa-
ratéw miesigcznie po 160 zt. Wtasciciel oszacowal, ze kazda obnizka ceny aparatu o 1 zt zwieksza liczbe
sprzedanych aparatéw o jedna sztuke. Jaka powinien ustali¢ cene, aby jego zysk byl najwigkszy?

7.19. (R) Rozwiaz réwnania:
a) 24 —3(2% - 1) =7(2% - 3)
b) Ve—1=2-3
c) |z| +1—22=1
d) |22 + 4z — 5| + |2? + 42| = 5.

7.20. (R) Rozwiaz nieréwnosé:
a)by/r—3>z+1
b) 422 — 4z +3| < 2
c) (lz] -2)* <1
d) |z|+ |z —2| > 2% -2z +1.
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7.21. (R) Jednokierunkowa droga o szeroko$ci 8 m prowadzi przez
tunel. Przekréj poprzeczny tunelu, przedstawiony na ry- ....i...... /.4l L N
sunku, ma ksztalt zblizony do tuku paraboli o réwnaniu: : = /] : N | \E
y = —222 + 6. Sprawdz, wykonujac odpowiednie oblicze- ' Do A U
nia, czy ciezaréwka wiozaca prostopadloscienny kontener o :i----i. i O R TR
szerokosci 4,8 m moze przejecha¢ tym tunelem, jezelinaj- : /[ 4| o] 1\
wyzszy punkt kontenera znajduje sie 4 m nad droga. Y A EEEE B ¥ X

7.22. (R) W pewnej klasie bylo 21 uczniéw. Klasa podzielila si¢ na dwie grupy. Kazdy uczen z okazji zakonczenia
roku szkolnego podarowal upominek wszystkim pozostaltym kolegom ze swojej grupy. Jakie liczne byly
grupy, jezeli liczba upominkéw byta najmniejsza z mozliwych.

7.23. (R) Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f(z) = —22 + bx + c.
a) Korzystajac z wykresu funkcji wyznacz jej wzor.
b) Wyznacz wspélrzedne takiego wektora 7, zeby obrazem paraboli w prze-
sunieciu o wektor % byl wykres funkcji parzystej, ktérej zbiorem wartoéci jest
(—o0, —1).

7.24. (R) Dla jakich wartoéci parametru a funkcja f(z) = (a —2)z? — 3z + ax + 1 przyjmuje wartoéci dodatnie
dla kazdego = € R?

7.25. (R) Wyznacz wartoéci parametru a, dla ktérych réwnanie az? — (a +2)x +a+ 2 = 0 ma rézne pierwiastki
dodatnie.

7.26. (R) Wyznacz takie wartosci parametru m, dla ktérych rozwiazania z; 1 9 réwnania
2% + 13z — 24 = (10 — m)x — 15, spelniaja warunek

o3+ 25 = —37120.
7.27. (R) Dane jest réwnanie 2x? — 13z +m = 0. Wyznacz te wartoéci parametru m, dla ktérych jeden z
pierwiastkow jest 2 razy wiekszy od drugiego.

7.28. (R) Dla jakich wartosci parametru m € C, pierwiastki funkcji kwadratowej zadanej wzorem
f(x) = 2% -3z +m+1 spekiaja nieréwnosé:

2 2
i+
L2517
X1T9
7.29. (R) Dla jakich wartoéci parametru k rozwiazania réwnania z? — (k + 1)z + % = 0 sa réwne sinusowi i
cosinusowi tego samego kata?
7.30. (R) Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie: —x? + 4r = m ma dwa pierwiastki, z ktérych kazdy

jest wiekszy od 1.

7.31. (R) Jaki prostokat o obwodzie réwnym 10 cm ma najkrétsza przekatna.
8 Uktlady réwnan i nieré6wnosci stopnia drugiego

8.1. a) Znajdz wspohrzedne punktéw przeciecia sie paraboli i prostej o podanych réwnaniach: y = z? — 62 + 8,
y—x=2.
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b) Wyznacz algebraicznie i graficznie AN B, gdy A= {(z,y): z € RAy =2z + 2},
B={(z,y): 2*+y*>—4x —6y+9=0}.

—_1
c) lle rozwiazan ma uklad réwnan: { z - .7 +5

8.2. Wyznacz wspdlrzedne punktéow wspolnych prostej y = 2x + 1 oraz hiperboli y = % Wykonaj ilustracje

graficzna.
8.3. Oblicz dlugoéci bokéw prostokata, ktérego pole jest réwne 25¢m?2, a obwéd 25¢m.

8.4. (R) Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklady réwnan:

a? +y? =25 x? +y? = 58 da? = 9y?
a) e DR RS ) ~
y=2a°—13 zy = —21 2243y =0
8.5. (R) Rozwiaz graficznie uktady nieréwnosci:
2 2 <
a) i++y>39 b) w1 c) <
Y 2?4y >4 y<a?—2

r—y<0

8.6. (R) Z trzech arkuszy blachy dwa maja ksztalt kwadratu, a
trzeci prostokata. Dlugs$é boku jednego z kwadratéw jest
o 2 m wieksza od dlugosci boku drugiego kwadratu. Wy-
miary prostokata sa odpowiednio réwne wymiarom kwa-
dratow. Ile kosztuje jeden metr kwadratowy blachy, jezeli
za pierwsze dwa arkusze w ksztalcie kwadratéw zaptacono x z—+2 x
tacznie 68 zi, a za trzeci w ksztalcie prostokata 30 zt.

+2
T+ 2

8.7. (R) Dla jakich wartosci parameru a prosta o réwnaniu y = az jest styczna do okregu opisanego réwnaniem:
(z—=3P2+@y+1)?=1

8.8. (R) Wyznacz réwnanie okregu o érodku S = (3,1) stycznego do okregu o réwnaniu z2+y?+2x—2y-+1 = 0.

2 +9%=9

8.9. (R) Rozwiaz uklad réwnan, podaj jego interpretacje geometryczna: { 2?4 y? 2 — 2 —3=0

8.10. (R)Dane jest réwnanie okregu z2 + 3% = 4.
a) Ile punktéw wspdlnych ma ten okrag z prosta o réwnaniu y = 2z — 57?
b) Dla jakich wartosci wspdlczynnika b prosta y = 22 + b i okrag maja dwa punkty wspdlne?
Wykonaj ilustracje graficzna.

8.11. (R) Za pmoca ukladu nieréwnosci opisz zacieniowany na rysunku
zbiér punktow.

9 Wielomiany

9.1. a) Sprawd#, czy wielomian w(z) = 823 — 27 jest réwny wielomianowi p(z) = (2x + 3)(42? — 62 +9).
b) Wyznacz wspétezynniki a, b wielomianu w(z) = 2% — ax® — 22 + b, gdy w(l) =3 i w(0) = —2.
c) Rozléz wielomian na czynniki:
p(z) = 2z —4)° — (z - 2)°
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g(x) = —5z® + 30z — 4523
r(x) =223 — 922 + 27
2(x) = ot — 323 + 8z — 24

9.2. Wykonaj dzielenie wielomianu w(z) = —3z* + 52% + 22 + 102 + 6 przez ¢(z) = 22+ 2 i zapisz go w
postaci w(z) = p(x)q(x) + r(x).

9.3. W wyniku dzielenia wielomianu w(z) = 223 — 522 + z + 1 przez wielomian p(x) otrzymano iloraz
q(z) =22 — 32+ 2 ireszte r(z) = —1. Wyznacz wielomian p(z).

9.4. Nie wykonujac dzielenia wielomianéw:
a) wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 2* + 2% + 22 + 2 + 1 przez wielomian ¢(z) =z — /2.
b) sprawd, czy wielomian w(x) = x* 2

2

9.5. Dla jakich wartosci parametru a wielomian w(x) = a?2® — 4ax +5 jest podzielny przez dwumian

g(z) =z + 1.

9.6. Niech w(x) = 223 — 92?2 — 38z + 21.
a) Wykaz, ze (z+ 3) jest dzielnikiem wielomianu w(z).

b) Wielomian w(x) roztéz na iloczyn czynnikéw liniowych o wspdlezynnikach catkowitych.

9.7. Liczby a,b,c sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego o ilorazie —2. Warto$¢ wielomianu
w(r) = 23 + az? 4+ bxr + ¢ dla argumentu 2 jest réwna 4.
a) Oblicz w(—3).
b) Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) przez dwumian x + 1.

9.8. Dany jest wielomian w(z) = 2% —ax® —bx? —cx+3. Wyznacz wspélezynniki tego wielomianu wiedzac, ze
c,a,b sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego o ilorazie g = 3, liczba —1 jest pierwiastkiem
tego wielomianu. Rozwiaz w(x) < 0.

9.9. Wiedzac, ze liczby 1,4 sa pierwiastkami wielomianu w(z) = z* + ma3 + 922 + 382 + n znajdZ pozostale
pierwiastki i rozwiaz nieréwnos$é¢ w(z) < 0.

9.10. Dany jest wielomian w(x). Wiedzac, ze reszta z dzielenia tego wielomianu przez (x+1) wynosi 2, przez
(r —8) wynosi —7, podaj wielomian, ktory jest reszta z dzielenia w(xz) przez (z+ 1)(x —8).

9.11. Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 40 cm. Kra-
wedz podstawy ma dlugo$é x. Napisz wzoér funkceji opisujacej objetosé tego graniastostupa w zaleznosci od
x. Jakie sg wymiary tego graniastostupa, jeli jego objetosé jest réwna 36 cm??

9.12. Wyznacz najmniejsza wartoéé wyrazenia 2> 4+ y> wiedzac, ze = +vy = 2.

9.13. Rozwiaz réwnanie:
a)zd—z=2%-1
b) 2727 = —8z*
c)22® +22 —13x+6=0

9.14. Rozwiaz nieréwnosc:
a) —322(z +2)(2® +1)(z +1)2 <0
b) 2% > 81z
c) 2®+32° 43z +1<0

9.15. Dane sa wielomiany: Q(z) = % — 823 + 2222 — 242 +9, P(x) = 223 — 922 + 72 + 6. Oblicz wartodci
m i n, dla ktérych wielomian W(z) = 2* + (m — 4)2®> — (2n + 6)2? — 382 — 3 réwny jest wielomianowi

Q(z) — 2P(x).

9.16. (R) Pierwiastkiem réwnania 223 — (3m—1)z2+7x—m = 0 jest liczba —1. Wyznacz wartoéé parametru
m oraz pozostale pierwiastki tego réwnania.

9.17. (R) Wyznacz wartosci parametréw p,q, dla ktorych liczba —1 jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania
23+ pr? +qx —2=0.

9.18. (R) Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie spetniajace nieréwnoéé: 3 + 90 < 2(x + 5)2.

http://maria.malycha.eu/
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9.19. (R) Rozwiaz nieréwnosé: a® — 2% + 6|z — 1| <0
9.20. (R) Wyznacz dziedzing funkcji f(z) = L

V18x3—3x2—4x+1"

9.21. (R) Funkcja w(z) = 23 + ax?® + bx + ¢ osigga ekstremum y = —4 dla x = 1. Wyznacz wspolczynniki
a,b,c tej funkceji wiedzac, ze do jej wykresu nalezy punkt B = (0, —2). Rozwiaz nieréwnosé w(z) > 0.

9.22. (R) Dla jakich wartosci parametru m wielomian w(x) = 23log?m — 3z2logm — 6z — 2logm jest podzielny
przez (x+1).

9.23. (R) Wiedzac, ze f(z) = 2® + 2® rozwiaz nieréwnoéé f'(2z) + f"(x) > 6z.

10 Funkcje wymierne

10.1. Naszkicuj wykres funkcji, wyznacz jej dziedzine, zbiér wartosci, podaj rownania asymptot, oblicz miej-
sca zerowe, okresl argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, ujemne, podaj przedzialy

monOtonicznOéCi: ...............................................
4 FE !
a) f(],‘):l—m 5__:
b) f(x) = =55° ST |
]
.............. 1
............. 2l b N
10.2. W oparciu o wykres funkcji wymiernej okreslonej wzorem f(z) = Zziz, ___________.i_
wyznacz wartosci a, b, c. i
T
]
1
i
[}
1
.
i
b
10.3. Asymptota pionowa wykresu funkcji f o wzorze f(z) = ‘;mjdb, jest __:__.__—-/r
prosta o réwnaniu x = 2, a asymptotg pozioma prosta y = 1. Wyznacz : : :
wzor funkcji f.

W=

10.4. Wykresy funkcji f(z) = % ig(z)= ﬁm przecinaja sie w punkcie, ktorego rzedna réwna sie
a) Oblicz odcieta punktu przeciecia wykresdw.
b) Oblicz k.

c) Dla obliczonego k rozwiaz réwnanie 1 f(z) = g().
10.5. Tloczyn liczb = 1 y jest réwny polowie ich sumy. Wyznacz liczbe y jako funkcje liczby « dla x # %

10.6. Odlegtos¢ miedzy dwiema przystaniami polozonymi na rzece wynosi 8 km. Lédka przeplywa te droge w
obie strony w czasie 1 h i 40 minut. Oblicz predkos$¢ t6dki na wodzie stojacej, jesli wiadomo, ze predkosé
pradu rzeki wynosi 2’“77”.

10.7. Wykonaj dzialania, okresl dzidzine:

2% —3z22 +3z—1 | z2—4
a) x3—8 2 —2x+1

z+l . z’4a
b) © 3x—-3
2249
C) r— + :L’+d T z2—9

-1
+3

. (2—2)
( o 1+2:v) ’ (1 + xliQa: )
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x x ) £2+xy

2292

10.8. Uprosé¢ wyrazenie: (x—y Tty

seni — Ba?412z 5o, 2?—x—2
10.9. Dane sa wyrazenia u = @-Datd ! W= w2rearr

a) Wyznacz dziedzine kazdego z nich.
b) Skréé ulamki u i w.

¢) Zapisz u + w w postaci utamka.

10.10. Rozwiaz réwnanie:
a)z+ 2 =10
3 _ 2243
b) 4+ 375 = 355

r+2 x
C) T +x+2_2

2
d) 1+ 35 = 35

10.11. Rozwiaz nieréwnosc:
3 2

a) x—2 < x+3
41
b) T 2 1-x

2x—5
c) 55 >1

10.12. Wyznacz wszystkie wartosci x spelniajace warunek: —3 < % < f%.

. . . ’ . . _ p3 — 202 —x42
10.13. Wyznacz dziedzing funkcji f okreslonej wzorem: f(x) = VE T
10.14. (R) Uzasadnij, ze funkcja f(x) = 22 + % przyjmuje dla dodatnich argumentéw wartosci nie mniejsze
od 3.

10.15. (R) Dana jest funkcja okreslona wzorem f(z) = gi;é

a) Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe funkeji f.
b) Rozwiaz nieréwnosé: f(z)+1 < f(z — 3).

2z—4
x+1 °

10.16. (R) Wyznacz asymptoty i osie symetrii wykresu funkcji y =
10.17. (R) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2‘57'7‘:1 Na podstawie wykresu funkcji odczyta] przedzialy, w
ktorych funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne.

2;5—1’

10.18. (R) Sporzadz wykres funkeji okreslonej wzorem: y = |2

10.19. (R) Sprawdz, czy przeksztalcenie P plaszczyzny opisane wzorem P((z,y)) = (y + 2,2 — 1), gdzie
(z,y) jest dowolnym punktem plaszczyzny, jest izometria. Wyznacz réwnanie obrazu hiperboli o réwnaniu
x -y =2 w przeksztalceniu P.

10.20. (R) Sporzadz wykres funkcji:

a)y={/s

_ 4—a?
b) Y= a:—z2

_ 2| —Vz2—4a+4
c) y= "o

10.21. (R) Dana jest funkcja f(z) = 1. Rozwiaz nieréwnoé¢ f(z) — f(1) < f(2®) — f(5).
10.22. (R) Rozwiaz nier6wnosé:

1 1 1 1 1
e+ D) @rDetr2) wres3 Tt eromrio) Sr—2
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10.23. (R) Rozwiaz réwnanie:

_ _2x—=1 __ b5xz+4
a) .L2 1 x24x+1 ~ x3-—1
6z—3| _
) |31 ‘ =3

10.24. (R) Rozwiaz nier6wnosé:

(=2)°(z—1)
a) (i 5)2( i+1) <0

b)&}@

>

1
) x+1 z+2 z24+3x+2

d)|4_—3,£‘>2
e)
£)

2301‘ <3

1

||

<1

11 Funkcje trygonometryczne

mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

11.1. Wyznacz dtugosci bokéw trdjkata prostokatnego ABC' oraz wartosci funkcji trygonometrycznych kata

<CAB majac dane sin|<<(CAB)| = 1 i |BC| = 2.
11.2. Rozwiaz tréjkat prostokatny majac dane przyprostokatne
11.3. Oblicz z, gdy:

a) r b)

30° 30° 60°

9-—2V3 x

11.4. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata AOB, gdzie A = (4,0

kiem ukladu wspolrzednych.

11.5. Naszkicuj w ukltadzie wspoétrzednych kat o taki, ze
a) sina = —% A «a € (270°,360°)
b) cosa =
c)lga=2 N €
d) ctgoa = —32

4
5
(180°,270°)

11.6. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata:
a) f=120°
b) 8 =210°
c) 8 =315°

11.7. Oblicz:
a) sin765°
b) cos1200°
c) sin(—1710°)
d) tg(—750°)
e) cos(—450°)
£) ctg(—1395°)
g) sin(—7m)
h) cosiBr

a=v2-1, b=+6-3.
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Funkcje trygonometryczne mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

i) ctg(—%m)
i) tggm
k) 2sin150° — 3c0s120° 4 tg135°

11.8. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata x, gdy:
a) sinx = 7% A z€ (3 2n)
b) tgz =-3 A z € (5,m)

_2
c) cosr = 3

11.9. Wiedzac, ze tga = 3ctga, oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata o mierze «, gdzie
a € (0°,90°).

11.10. Wiadomo, ze « jest katem wypuklym oraz 3cosa — 6 = —8. Oblicz tga — V/5etga.

11.11. Sprawdz, czy istnieje taka liczba x, dla ktoérej:
a) sinz = 0,6 A cosz =0,8
b) sinz =2 A tgr =}
c) 2sinr—1=1
d) 3coszr —2 = —6
e) sinx = @ A cost = @

11.12. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
-1
tg19° ctg23°
a) (ctg?lo + Sg670

b) 3 — V2s5in?13° + tg41°tg49° — \/2c0s%13°

11.13. Pewnego dnia poziom wody y (w metrach) na tawicy piaskowej u wejscia do portu wyrazal si¢ wzorem:
y = 14 + 10sin (%t) , gdzie t oznacza liczbe godzin jaka uptyneta od godziny 1222,
Oblicz poziom wody o godzine 1422, 1520 169, O ktérej godzinie tego dnia woda osiagnie najwyzszy poziom?

11.14. Wierzcholek latarni morskiej znajduje sie 30 metréw nad poziomem morza. W kierunku latarni plynie
ponton, z ktorego widaé wierzchotek latarni pod katem 10°. Po pewnym czasie ponton zblizyt sie do latarni
tak, ze jej wierzcholek wida¢ pod katem 35°. Jaka odlegtos¢ przebyl ponton w tym czasie?

11.15. Punkt A jest odlegly od podstawy drzewa o 40 metréw. Oblicz wysokosé
drzewa korzystajac z tabeli wartoéci funkcji trygonometrycznych kata
20°.

s1n20° | cos20° | tg20° | ctg20°
0,342 | 0,940 | 0,364 | 2,747 20°
A

Wynik zaokraglij z dokladnoscia do 0,1 metra.

11.16. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jego miejsca zerowe i zbiér wrtoéci:
a) f(z) =sin(z— %)
b) f(z) = sinz + 2

11.17. Na podstawie wykresu funkcji f wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji w podanym przedziale
oraz odczytaj przedzialy monotonicznosci:
a) f(z)=cos(z+Z)+1 A z€(0,m)
b) f(z) =sin(z— %) A z€(0,m)
c) f(x)=1+tg(z—%) AN ze (T, 3T

11.18. W przedziale (0,7) narysuj wykres funkcji y = ctgz.
a) Ustaw rosnaco liczby: ctg‘%’r, ctgz, clgi, ctgis.
b) Zaznacz na osi OX te argumenty, dla ktérych ctgr < 1.
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l1—cosa
sina °

11.19. Dla kazdego «, dla ktérego sina # 0 prawdziwy jest wzér tgg =
wzoru oblicz tg{5.

Korzystajac z powyzszego

: 42 . : sinr+cosxt _
11.20. Oblicz warto$¢ wyrazenia 5 -2 dla tgz = 2.

11.21. Sprawdz, czy podana réwnosé jest tozsamoscia trygonometryczna:
a)l— (cosa — sina)? = 2sinacosa
-1
.2
b) 1<% = (125,
c) <tga Ctga + Sma) (1 — cosa) = tga dla a # £ gdzie k € C

d) cosa/1+tg2a=—1dlaac (Z,3r)

e) peosa = Lisina (ly o £ T 4 krr, gdzie k € C.

stno cosa

11.22. Rozwiaz réwnanie:
a) cos3z = sin3m
b) tgx = sinx, gdy T € (*%, g)

c) V3tg (3 )

d) ctgr = —y3 gdme x € (—m,0)

ﬁ

e) cosx = —%

11.23. a) Wyznacz wszystkie liczby z przedzialu (—g g) ktére spelniaja nieréwnosc tgr > —1.

b) Rozwiaz nieréwnosé cosz < 0,5 w przedziale (0, 27).

c) Odczytaj z wykresu funkcji, dla jakich wartosdci argumentu z € (0, 27) spelniona jest nier6wnosé
: 1

sSInT > —5.

2
d) Rozwiaz nieréwnosé ctgx > 1.

11.24. (R) Dla jakich wartosci parametru:
a) m réwnanie 3cosz — 2 = m ma rozwigzanie;
b) a istnieje rozwiazanie réwnania sinx = 2a — 3;
¢) uzasadnij, ze sin2 < 2sinl.

11.25. (R) Ustal znak liczby ctg(coss;). OdpowiedZ uzasadnij.

11.26. (R) a) Oblicz warto$é¢ wyrazenia sin2z, jesli ctgr =5 A x € (0, g)
b) Sprawdz, czy ctgl0° — ctg20° = .

c) Na podstawie wzoru: sin(a + ) = sinacosf + sinfcosa, oblicz: sin75°.

d) Oblicz sina + cosa, gdy sina - cosa = 0, 5.

11.27. (R) Dana jest funkcja f o wzorze f(x) = cos2x + 4cosx + 3.
a) Oblicz f(m).

b) Wyznacz zbiér miejsc zerowych funkeji f.
11.28. (R) Oblicz cos2z wiedzac, ze cosz = (V2 + V/6).

11.29. (R) Dana jest funkcja f o wzorze f(z) = sinz — cos2x.
a) Oblicz wartos¢ f(z) dla z = 7.
b) Wykaz, ze f(z) = (sinx + 1)(2sinz — 1).

c) Rozwiaz réwnanie =0.

sin2x
11.30. (R) Wykorzystujac tozsamoéé: sinda = 3sina —4sin3a wykaz, ze sinl0° jest rozwiazaniem réwnania:
8x3 — 6z + 1 = 0.
11.31. (R) a) Naszkicuj dla « € (—m, m) wykres funkcji y = |cosz]|.
b) Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —2sinacosz dla x € (—m, ), podaj jej miejsca zerowe i przedzialy,
w ktérych funkcja przyjmuje warto$ci dodatnie.

c) Wyznacz zbiér wartosci funkeji f(z) = |1 — tgz|.

11.32. (R) Wyznacz okres zasadniczy funkcji i sporzadZ jej wykres g(z) = sinx + cosz.
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Funkcje trygonometryczne mgr A. Pitat, mgr M. Malycha
11.33. (R) Wyznacz najwigksza ujemna liczbe spelniajaca réwnanie cos (:v + %) = —%.

11.34. (R) Zbiér A jest zbiorem rozwiazan réwnania cos3z = cosx w zbiorze liczb rzeczywistych, zas B zbiorem
rozwiazan réwnania sindx = 0 w przedziale x € (0, 27). Wyznacz iloczyn zbioréw A i B.

11.35. (R) a) Rozwiaz réwnanie: 1+ cos2z = cosz.
b) Podaj wspoélrzedne punktéw przeciecia sie wykreséw funkeji y = sinz i y = cos2x w przedziale

(-5.5)

c) Rozwiaz réwnanie: sin |Jz| = 1.

d) Rozwiaz réwnanie: 1 —tgz +tg?x —tgx + ... = % w przedziale (0,7).

e) Rozwiaz réwnanie 2cos?x = sinz — 1.
11.36. (R) Oblicz sume wszystkich rozwigzan réwnania sinx + costz = % nalezacych do przedziatu (—%;m).
11.37. (R) Rozwiaz réwnanie —— = —1— w przedziale (—m,m).

11.38. (R) Rozwiaz nieréwnosci:
a) sin2z + sin?2x + sin32x + ... > 2%
b) 4sinzcosr < 1 dla x € (0, 2n)
c) ctg’r >3
d) |4cosz —1| > 1

11.39. (R) Oblicz sume wszystkich pierwiastkéw réwnania sin3z = ctg2—257r, ktére spelniaja nieréwnosé
|z — 5| < 5.

11.40. (R) W tréjkacie ostrokatnym ABC dane sa: |AB| =16, |CB| =14 i |<BAC| = 60°. Oblicz dlugos¢
boku |AC| oraz dlugo$é promienia okregu opisanego na tym tréjkacie.

11.41. (R) Dwa krétsze boki tréjkata rozwartokatnego maja dlugosé 5 cm i 6 cm. Jakie wartosci moze przyj-
mowaé dlugosé trzeciego boku tréjkata?

11.42. (R) Czworokat jest wpisany w okrag. Udowodnij, ze dla katéw « i 8 poka-
zanych na rysunku, zachodzi zwiazek

2sin®B — ctgasin2 = 1.

11.43. (R) Oblicz z (patrz rysunek). f{w

11.44. (R) Wysoko$¢ wiezy przedstawionej na rysunku mozna
obliczy¢ zgodnie ze wzorem h = [ - %. Uza-
sadnij powyzszy wzor.

11.45. (R) Wyznacz pochodng funkcji y = —=2

l—cosz*®

11.46. (R) Zbadaj monotoniczno$é funkeji okreslonej wzorem f(x) = 5z + cosdz.
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Ciagi mgr A. Pilat, mgr M. Malycha

11.47. (R) Zbadaj, czy istnieje styczna do krzywej o réwnaniu y = %sin2x réwnolegta do prostej o réwnaniu
Yy = —x.

11.48. (R) Wyznacz wspélczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(z) = cos?2x w punkcie
M = (zq, f(z0)) jesli zo = 2.

12 Ciagi

12.1. a) Podaj pie¢ wyrazéw ciagu:

n—2 L dlan nieparzystego
_ 2 _ e — 2n
an, \/m, bn (n+ 1)!’ n { 2, dla n parzystego

b) Ktoére z wyrazéw ciggu sa réwne zero:

1+ (=) 2 2
=\ 7 = -1 —
an, 5 1 b, = (n )(n® —5n 4+ 6)

c) Dany jest ciag a, = n? — 6n. Ktére wyrazy ciagu sa mniejsze od 10?
d) Zbadaj monotonicznosé ciagu:

244+6+..+2n

an =2n% —3n+1, b, = singn, cp = —Vn+4, dy,

12.2. Sprawdz, czy dany ciag jest:

ciagu arytmetycznego (ap).
a) Na podstawie wykresu tego ciagu odczytaj jego pierwszy wyraz i r6z-

a) arytmetyczny: an, = 45, : e

b) geometryczny, gdy b, = (an)’ i an = 3-2" oraz czy ciag (an) jest iAo g
ciaggiem geometrycznym. PR EE SO S U AU S SO
12.3. Na rysunku przedstawiono cze$¢ wykresu pewnego nieskonczonego i_lo ERE i4 :5 : 6‘XE
4 M

nice.
b) Podaj wzér na ogdlny wyraz tego ciagu.
c) Niech b, = —in? bedzie wyrazem ogélnym ciagu (by).

Dla jakich wartosci n, a, = b,?

12.4. Oblicz pole figury zlozonej ze stu prostokatéw, ktore po-
wstaly w sposéb pokazany na rysunku.

12.5. W nieskonczonym ciggu arytmetycznym czwarty wyraz jest rowny 17, a suma wyrazéw trzeciego i széstego
39. Wyznacz rdznicg i pierwszy wyraz tego ciagu.

12.6. Wyznacz liczbe sktadnikow w sumie 245+ 8 + 11 4 ... + 449 i oblicz te sume.

12.7. Pewna figura o polu réwnym 270 cm? sktada sie ze skonczonej liczby prostokatéw, ktérych pola tworzg
ciag arytmetyczny. Pole najmniejszego prostokata wynosi 12 cm?, a najwiekszego 48 cm?.
a) Z ilu prostokatéow sklada sie figura?
b) Oblicz pole trzeciego prostokata tej figury.
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Ciagi mgr A. Pilat, mgr M. Malycha
12.8. Miedzy liczby 11% i 15% wstaw cztery liczby x,y,z2,t tak, aby liczby 11§7x,y,z,t, 151—30 tworzyty
ciag arytmetyczny.

12.9. Krzy$ postanowil wybudowaé¢ wieze z klockow, wedlug nastepujacego
szkicu projektu. Ma do dyspozycji 210 szesciennych klockéw o wysokosci
4 cm. Jak wysoka wieze moze zbudowac?

12.10. Sredni zarobek pieciu pracownikéw pewnej firmy wyniést w maju 1560 zlotych, a najwyzsza pensja wy-
niosta 1800 zlotych.
a) Oblicz wysokosci pensij tych pracownikéw w maju jesli wiadomo, ze tworzyly one ciag arytmetyczny.
b) W czerwcu nie pracowal juz pracownik, ktéry w maju zarabial najmniej i wtedy pensje pozostalych czte-
rech wzrosly o jednakowa kwote. Ile zarabial kazdy z pozostatych pracownikow w czerwcu, jedli wiadomo,
ze kwota przeznaczona na wyplate pensji byla w czerwcu taka sama jak w maju?

12.11. Przedstaw w tabeli liczby mieszkancéw miasta w ciggu 3 lat, zaktadajac, ze miasto w 2004 roku ma 200
tysiecy mieszkanicéw i liczba ta co roku bedzie malala o 5%.

Rok 2004 2005 | 2006 | 2007
Liczba mieszkancéw | 200000

12.12. W tabeli przedstawiono populacje pewnej bakterii w milionach sztuk, ktéra rosnie w postepie geome-
trycznym.

n - liczba tygodni 1 2 3
an - liczba bakterii | 100 | 150 | 225

a) O ile procent wzrasta ta populacja z tygodnia na tydzien?
b) Wyznacz wzér ogdlny ciagu (an).
¢) Czy ta populacja po 7 tygodniach przekroczy 1000 mln sztuk?

12.13. Jasio w pierwszym miesigcu nauki opanowal 500 stéw. W kazdym kolejnym miesigcu opanowywal o 20%
stéw mniej niz w miesigcu poprzednim.
a) Ile stéw opanuje w trzecim miesiacu nauki?
b) Ile stéw Jasio opanuje po czterech miesiacach nauki?

12.14. Hustawke dziecigca najpierw odciagnieto do punktu P, a nastepnie puszczono. W pierwszym wahnieciu
hustawka pokonata droge dlugoéci 2 m do punktu @, a w kazdym nastepnym wahnieciu poruszala sie
po tuku, ktérego dlugosé za kazdym razem malata do % dtugosci tuku z poprzedniego wahniecia. Jaka
dtugosé tuku zatoczylta hustawka w piatym wahnieciu, a jaks dtugosé drogi pokonata ona do tego czasu od

momentu puszczenia?

12.15. Pitka upuszczona z wysokosci 6,25 m, odbijajac sie od ziemi, osiagala za kazdym razem wysokosé wy-
Nn0szaca % poprzednie;j.
a) Jak wysoko wzniosla si¢ pitka po trzecim odbiciu sie od ziemi?
b) Ile metréw przebyla pitka od momentu upuszczenia do chwili zetkniecia si¢ z ziemia po raz czwarty?

12.16. Z dwéch punktéw A i B odleglych od siebie o 111% m wyruszajg jednoczesnie dwa ciala. Pierwsze
z nich przebywa w pierwszej sekundzie droge dlugosci 30 m, a w kazdej nastepnej o 1 m wiecej niz w
poprzedniej. Drugie w pierwszej sekundzie przebywa droge dlugosci 5 m, a w kazdej nastepnej =% tego,
co w poprzedniej. Oblicz z, wiedzac, ze ciata spotkaly sie po trzech sekundach.

12.17. Liczby m,4,n, w podanej kolejnosci, sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagu geometrycznego, gdzie
(23)°-27° PN e
m= o n:<2 —1> +2° —1.

a) Oblicz sze$¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu.
b) Wyznacz taka liczbe p, aby m,n, p, w podanej kolejnoéci tworzyly ciag arytmetyczny.
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Ciagi mgr A. Pilat, mgr M. Malycha

12.18. Pan X umoéwil sie z panem Y, ze bedzie mu wyplacal codziennie przez trzy tygodnie pieniadze, przy
czym pierwszego dnia 10 zt, drugiego 20 zl, trzeciego 30 zt, czwartego 40 zt itd. W zamian pan Y wyptlaci
mu pierwszego dnia 1 grosz, drugiego 2 grosze, trzeciego 4 grosze, czwartego 8 groszy itd. Ktory z tych
pandéw zyska na umowie i ile?

12.19. a) Cena plaszcza byta 4 razy podwyzszana o 5%. Jaka jest obecna cena plaszcza, jezeli przed pierwsza
podwyzka kosztowal on 400 zt?
b) Kapital w wysokosci 1000 zt zlozono w banku na procent sktadany. Jaka bedzie wielko$é kapitatu po 6
latach przy oprocentowaniu rocznym wynoszacym 5%.
c) Do jakiej kwoty wzrosnie kapital 500 zl zlozony na 5 lat, jezeli roczna stopa wynosi 4%, a odsetki sa
kapitalizowane co p6t roku.
d) Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi 4,5% w skali roku, wplacono 5000 zi. Oblicz stan tej
lokaty po dwdéch latach oszczedzania, jezeli od nalicznych odsetek bedzie pobierany co roku podatek w
wysokosci 20%.
e) Inwestor planuje uzyska¢ w banku kredyt, ktéry zamierza splaci¢ po czterech latach. Taki kredyt w
banku A jest oprocentowany 12% w skali roku, a odsetki sa dopisywane do dlugu co pét roku. Bank B
oferuje oprocentowanie roczne 11% z rocznag kapitalizacja odsetek, a przy zwrocie kredytu pobiera prowizje
w wysokosci 4% kwoty udzielonego kredytu. Ocen, ktora oferta jest korzystniejsza dla kredytobiorcy.

12.20. (R) Z ciagu liczb naturalnych (1,2,3,4,5,...) wybrano 100 kolejnych takich liczb, z ktérych kazda ma
te sama wlasnosé, ze jezeli podzielimy ja przez 3, to otrzymamy reszte jeden. Wyznacz najmniejsza z
nich, wiedzac, ze suma wszystkich tych liczb jest réwna 17950.

12.21. (R) Swobodnie spadajace cialo w ciagu pierwszej sekundy przebylo droge 4,9 m, a w ciggu kazdej
nastepnej sekundy o 9,8 m wiecej niz we wczedniejsze;j.
a) Oblicz, ile metréw przebylo to cialo w 12 sekundzie.
b) Oblicz, ile metréw przebylo to cialo w ciagu 12 sekund.

12.22. (R) Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére nie dziela sie przez 3.

12.23. (R) Réznica miedzy drugim a pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego wynosi 5, za$ réznica miedzy
czwartym, a pierwszym wyrazem tego ciagu wynosi 35. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciagu i jego iloraz.

12.24. (R) Na plaszczyznie dany jest ciag punktéw P, = (0,n 4+ 1). Punkt @, = (¢n,0) jest punktem
przeciecia z osia OX prostej przechodzacej przez punkty: A = (1,1) i P,.
a) Wyznacz wzér ogdlny ciagu (¢n).
b) Zbadaj monotoniczno$é ciagu (gy).
¢) Wyznacz granice tego ciagu.

12.25. (R) a) Dane sa ciagi: (ay), (bn), (¢,) okreSlone wzorami:

_3-5n _4-n 9
an—ﬁ, n= o cp =n"—5n-+1.
Oblicz granice kazdego z nich.
Wyznacz najmniejszy wyraz ciagu (cy).
b) Dany jest ciag liczbowy a,, = 3n? — 3n + 2 okreélony dla dowolnej liczby n € N,.
Wykaz, korzystajac z definicji monotonicznosci ciagu, ze ciag (a,) jest rosnacy.

Oblicz granice
V/8nb +n

lim
n—oo 1 —ap,
=3
c¢) Ciag (ay) okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposéb { Zl 4, ,dlan>1.
ntl = g, 41

Wyznacz wzér ogdlny ciagu oraz oblicz granice:

ILm [an (\/n2 —Tn — \/4n2 + 5n + 8)]
12.26. (R) Oblicz granice ciagu:

—4n?+3n+1

a) an = 24+n—+2n2
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_ 10n%-2
b) bn = 2—n-+n3

d) d,, = 8+ 2n® — 4n
e) e, =3-4" —5ntl
Y e Y e

_ 3/ nB42
g) 9n = 8n3+n

3(n+2)!'—n!
h) h, = ((n+2))!+n!

2\ 4 1454254+...45™
I)ZRZ%

k) k, = P42248° 4 n” wiedzac, ze 12+ 22 + 32 + ... +n? =

3n3+2n—>5

12.27. (R) Dla jakich x prawdziwa jest nier6wnosé:

2 4

n—oo

12.28. (R) Gérna podstawe kwadratu o boku dlugosci 4 podzielono na trzy
rowne czesci i skonstruowano kwadrat, nastepnie gérng podstawe kwa- 4
dratu goérnego podzielono na trzy réwne czesci i zndéw skonstruowano

kolejny kwadrat, itd.
a) Oblicz sume obwoddéw wszystkich kwadratéw.
b) Oblicz sume pdl wszystkich kwadratéw.

~ e,z
lim (|z]+—=—+—+..+

mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

n(n+1)(2n+1)
6

||
1) <L

12.29. (R) Uzasadnij, ze jesli liczby z,y,z tworza cigg arytmetyczny rosnacy, to liczby 2375 235y = 23-52

tworza ciag geometryczny malejacy.

12.30. (R) a) Dla jakich wartosci x ciag geometryczny o ilorazie g = —%xQ +x+ % jest zbiezny?

b) Dla jakich wartosci z szereg geometryczny 1 -+ é + ﬁ + ﬁ + ... jest zbiezny? Oblicz sume.

12.31. (R) Rozwiaz réwnanie, ktérego lewa strona jest suma nieskonczonego ciagu geometrycznego:

a)r?+ 2t 4+t 4. =11
2 3
bz — g +L L+ —L+..=1

12.32. (R) Wyznacz warto$é parametru b, dla ktérej

b2
lim i

" 9
n—oo (b+4)n+b

12.33. (R) Rozwiaz réwnanie:

lim (2771 422072 423078 4 onen) =9 27,

n—oo

12.34. (R) Rozwiaz nier6wnosé:
a) logsw + logix + logiw + .. —%

. >
b) sin’z + sin®z + sin‘z + ... > 3 dlaz € (0, 7).
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12.35. (R) Liczby 0,(1) i 0,0(5) sa pierwszym i drugim wyrazem nieskonczonego ciagu geometrycznego.
Oblicz trzeci wyraz tego ciagu i zapisz go w postaci utamka okresowego.

12.36. (R) Udowodnij, ze jezeli ciag liczb dodatnich tworzy ciag geometryczny, to logarytmy tych liczb przy
dowolnej dodatniej i réznej od 1 podstawie, tworza ciag arytmetyczny.

12.37. (R) Dane sa dwa ciagi: (an), (bn), 2z ktorych kazdy jest ciagiem geometrycznym nieskonczonym.
Pierwszy wyraz ciagu (a,) jest ilorazem ciagu (b,), a pierwszy wyraz ciagu (b,) jest ilorazem ciagu
(an). Drugi wyraz ciagu (an) jest dwa razy wiekszy od trzeciego wyrazu ciagu (b,), a stosunek sumy
wszystkich wyrazéw ciagu (a,) do sumy wszystkich wyrazéw ciagu (b,) jest rowny 2. Wyznacz te ciagi.

3n+1
n+2 °

12.38. (R) Dany jest ciag o wyrazie ogdlnym a,, =
a) Uzasadnij, ze ciag (a,) jest rosnacy.
b) Wyznacz granice g tego ciagu.
c) Ktére wyrazy ciagu (a,) rdznia sie od granicy ¢g o mniej niz 0,017

12.39. (R) Udowodnij indukcyjnie, ze pochodna funkcji f(x) = 2™ dla n € N jest réwna na"1, czyli
(x™) = na"~ L.

12.40. (R) Dany jest ciag okreslony rekurencyjnie:

aq =2
Qpy1 =3 ap +2, neNT.

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéow tego ciggu. Udowodnij metoda indukcji matematycznej, ze powyzszy
ciag mozna wyrazi¢ wzorem ogdlnym a, = 3" —1 dla n € N*.

12.41. (R) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé:

1
A 1-22+2~32—|—3-42—|—...+n-(n—|—1)2:En(n+1)(n+2)(3n—|—5)
neN+

12.42. (R) Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 10™ + 4™ — 2 jest podzielna przez 3.
12.43. (R) Wykaz, ze n®+5n jest podzielne przez 6, gdy n € NT.

12.44. (R) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n € NT prawdziwa jest réwnogé:

n?’}(n;l).

13 Geometria analityczna

13.1. Napisz rownanie prostej:
a) —6x + 3y + 2 = 0 w postaci kierunkowej,
b) przechodzacej przez punkty A = (—4,—2), B = (5,4),
c¢) nachylonej do osi OX pod katem 120° i przechodzacej przez punkt N = (—3,2),
d) réwnoleglej do prostej [ : 6x —y = 0 i przechodzacej przez punkt P = (—1,1),
e) prostopadtej do prostej I : v2x —y +5 = 0 i przechodzacej przez punkt M = (2, 1).

13.2. Npisz réwnanie symetralnej odcinka AB, gdy A = (-2,2), B = (2,10).
13.3. Punkty A = (5,—1), B = (1, 1) sa symetryczne wzgledem pewnej prostej. Wyznacz jej réwnanie.

13.4. Dane sg punkty: A = (-3,—1), B=(-1,0) 1 C = (—2,2). Oblicz wspdlrzedne i dtugos¢ wektora:
W =2. 4B + BC.

13.5. Niech A = (—4,3), B = (2,1), C = (1,-3). Wyznacz wspélrzedne punktu D, tak aby wektor D byt
wektorem przeciwnym do wektora AB.

13.6. Niech A = (1,3), B = (5,1) oraz C = (4, 3). Wyznacz wspoOlrzedne punktu M tak, aby AM = AB-2-BC.
Oblicz diugosé wektora A i wspotrzedne jego srodka.
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13.7. Znajdz pole kwadratu, ktérego jednym z wierzchotkéw jest punkt A = (1, —3), i ktérego przekatna zawiera
sie w prostej o réwnaniu y = 2.

13.8. Wyznacz wspélrzedne punktu B symetrycznego do A = (2, 3) wzgledem prostej = + 3y — 1 = 0.
13.9. Oblicz odlegtos¢ miedzy prostymi y =x iz —y =>5.

13.10. Prosta x + y — 1 = 0 zawiera podstawe trojkata réwnoramiennego. Jedno ramie tréjkata ma réwnanie
r — 2y + 2 = 0. Znajdz réwnanie drugiej prostej zawierajacej ramie tréjkata wiedzac, ze przechodzi ono
przez P = (—2,0).

13.11. Sprawdz algebraicznie, czy tréjkat o wierzchotkach A = (5, —4), B = (—1,2), C = (—4, —1) jest trojkatem
prostokatnym.

13.12. Dany jest tréjkat o wierzchotkach A = (0,4), B = (5,3) i C' = (4, 8). Wyznacz punkt przeciecia $rodkowej
poprowadzonej z wierzchotka A z wysokoscia opuszczong na bok AB.

13.13. Punkty A = (6,0),B = (1,1) i C sa wierzchotkami tréjkata ABC. Punkt C jest punktem przecigcia
prostej o rownaniu y = x — 4 z osia OY.
a) Napisz réwnanie prostej zawierajacej bok AC tego tréjkata.
b) Uzasadnij, ze ten trojkat ma o$ symetrii.
c¢) Oblicz pole tego trdjkata.

13.14. Wyznacz miary katéw tréjkata ograniczonego osiag OX i prostymi o réwnaniach: 2 — /3y = 0,
V3r+y—6=0.

13.15. Punkty A = (1,1), B = (5,0), C = (5,7), D = (1,6) sa wierzchotkami czworokata.
a) Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia przekatnych tego czworokata.
b) Oblicz pole czworokata.
¢) Czy na tym czworokacie mozna opisaé okrag?

13.16. Punkty A = (-1,3) i B = (2,—1) sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku. Oblicz wspélrzedne
pozostalych wierzchotkéw wiedzac, ze przekatne tego réwnolegloboku sg rownolegte do osi uktadu wspél-
rzednych.

13.17. Znajdz $rodek i promien okregu opisanego na tréjkacie ABC, gdy A = (—4,—-2), B =(0,4), C = (8,4).

13.18. Punkty A = (2,4), B = (—2,6), C = (—2,2) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABC'D. Oblicz wspél-
rzedne wierzchotka D i obwdd tego réwnolegloboku.

13.19. Prosta [ tworzy z osia x kat o mierze 45° i przechodzi przez punkt M = (—2,2). Prosta k, prostopadla
do [, przecina o$ z w punkcie o odcietej g = —3.
a) Wyznacz réwnania prostych k i [.
b) Oblicz dlugoséé najdiuzszego boku tréjkata, ktérego boki zawieraja sie w prostych [ i k oraz w osi y.

13.20. (R) Okrag o; okreglony jest réwnaniem: z2 + y? — 4x + 6y + 9 = 0.
a) Napisz réwnanie okregu o2 wspo6losrodkowego z okregiem o1, przechodzacego przez punkt A = (6,0).
b) Oblicz pole pierscienia kolowego ograniczonego okregami o; i 0.

13.21. (R) Dla jakich wartosci parametru n punkty A = (2,1), B = (-3,2), C = (2n—1,1—n) sa wierzchotkami
trojkata prostokatnego o kacie prostym przy wierzchotku A.
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13.22. (R) Rysunek przedstawia kwadrat ABCD, gdzie A = (0,4),
D = (7,0).
a) Podaj wspélrzedne wektora DC.
b) Podaj réwnanie prostej AD w postaci ogélnej.

13.23. (R) Punkty M = (3,1), N = (6,5) sa kolejnymi wierzchotkami trapezu K LM N. Stosunek dtugosci
podstaw trapezu jest réwny 1 : 2. Dluzsza podstawa zawiera si¢ w prostej o réwnaniu 4z — 3y — 8 = 0.
Oblicz pole trapezu.

13.24. (R) W réwnolegtoboku ABCD dane sa: AB = [6;—3], BC = [0; 5], za$ érodkiem boku AB jest punkt
S=(1;-13).
a) Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez wierzcholek C, D.
b) Wyznacz réwnanie prostej CE zawierajacej wysoko$¢é poprowadzona z wierzchotka C' i przecinajacej
prosta AB w punkcie E.
c¢) Opisz przy pomocy ukladu nieréwnosci liniowych zbiér wszystkich punktéw nalezacych do tréjkata BCE.

13.25. (R) Wyznacz promien okregu o srodku w poczatku ukladu wspolrzednych stycznego zewnetrznie do
okregu
224+ 9> +62—8y+21=0

13.26. (R) Napisz réwnanie okregu symetrycznego do okregu o réwnaniu 22 +y2 — 14z + 2y + 41 = 0 wzgledem
prostej y = 2x.

13.27. (R) Zilustruj w ukladzie wspélrzednych zbiory A i B oraz oblicz pole figury A\ B, gdzie
A={(z,y):x €eRAy € RA2* — 4y +y* < 5},
B={(z,y):z € RAy R Ay > |/3z|+2}.
13.28. (R) Dane sa figury:
Fy={(z,y) : v e RAy e RA2* +y* — 6y < 0},
F={(z,y):c e RAyeRAy <6 — |z|}.

a) Narysuj figury Fy, F5 oraz figure F' = Fy N Fy.
b) Oblicz pole figury F.

13.29. (R) Wyznacz réwnania stycznych do okregu o réwnaniu a2 + 32 — 42 — 1 = 0 i prostopadtych do prostej
o réwnaniu 2z —y — 4 = 0.

13.30. (R) Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez poczatek ukladu wspélrzednych i stycznych do
okregu o $rodku w punkcie S = (4,0) i promieniu réwnym 2.

13.31. (R) Narysuj w ukltadzie wspélrzednych tréjkat ABC o wierzchotkach: A = (0,0), B =(3,-1)iC = (1,3).
a) Narysuj tréjkat A; B1Ch, ktéry jest obrazem tréjkata ABC w przesunieciu o wektor ﬁ, gdzie D jest
$rodkiem boku BC.

b) Narysuj trojkat AsBoCo, ktéry jest obrazem tréjkata ABC w jednokladnosdci o érodku A i skali k = —2.
c) Oblicz stosunek pola trojkata A; BoCy do pola tréjkata Ay B1Ch.

13.32. (R) Dane sg odcinki AB i CD o koncach: A = (0,-2), B =(-3,1), C = (5,1) i D = (0,6). Wyznacz
wszystkie jednokladnosci J ’Sf, w ktorych obrazem odcinka AB jest odcinek CD.
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_)

13.33. (R) a) Dla jakiej warto$ci m wektory @ = [2,3] i b = [—3,m] sa réwnolegte.

b) Dobierz liczby k, I tak aby k@ +15 = ¢, gdy @ = [2,3], = [3,2], @ = [5,53].
c) Wektory & i ¥ maja dtugoéci réwne 1. Wektor @ = 2% + 37 i wektor Y= -8 + 7T
sg prostopadle. Wyznacz kat, jaki tworzg wektory 7 i .

13.34. (R) a) Dla jakich wartoéci parametru m € R wektory @ = P +m7, T = 37 + ¢ sa prostopadte,
jezeli:
|P| =1, |¢| = 2 i miara kata miedzy wektorami 7 i ¢ wynosi %7‘(‘.

7

b) Kat miedzy wektorami @ i v jest réwny 27. Oblicz (4@ + 3_b>)2 wiedzac, ze |@| =%, | V| = 3.

c) Dla jakiej wartoéci parametru ¢, wektory @ = [2¢71, 3], T = [2, —1] sa wzajemnie prostopadle.

13.35. (R) W tréjkacie ABC mamy dane AB o AT = 20, |BC| = 7, |AB| + |AC| = 13. Oblicz |AB|, |AC|,
miare <BAC oraz pole trojkata ABC'.

14 Planimetria

14.1. Okragly obrus zostal w calosci wykrojony z materialu w ksztalcie kwadratu o boku 4 m. Wiedzac, ze
material zostal maksymalnie wykorzystany, oblicz ile metréw ozdobnego sznura potrzeba na obszycie brzegu
tego obrusa. Podaj wynik z dokladnoécia do 0,1 m. B

14.2. W pewnym skansenie jest zuraw studzienny. Jego dzwignie
AB podparto w punkcie C' tak, ze ramiona dzwigni maja C
dlugosci: |AC| = 2,4 m i |CB| = 7,2 m. Koniec dzwigni
poczatkowo znajdowat sie 0,5 m ponizej poziomu punktu A
podparcia C, a nastepnie obrécono dzwignie tak, ze koniec s B
A znalazt sie 0,5 m powyzej poziomu punktu C. O ile
metrow opusci sie w tym czasie koniec B dzwigni?

14.3. Na pewne wzgbérze mozna wejs¢ pokonujac 50 schodéw. Kazdy schodek ma wysoko$¢ 30 cm, a jego
powierzchnia uzytkowa ma szeroko$¢ 40 cm. Oblicz w metrach wysokosé h wzgorza i dlugoéé d poreczy
wzdtuz linii schodoéw.

14.4. Grupa szesciu przyjaciét kupita tort w ksztalcie graniastostupa prostego, ktérego jedna z podstaw jest
tréjkat réwnoramienny ABC. W trakcie dyskusji - jak podzieli¢ tort na 6 ,réwnych” czesci, Krysia przy-
pomniala sobie wlasno$¢ srodkowych dowolnego tréjkata i przecieta tort wzdtuz srodkowych narysowanych
na powierzchni tortu (tréjkata ABC). Czy Krysia miala racje? Odpowiedz uzasadnij.

14.5. Z punktu zewnetrznego P oddalonego o h jednostek od okregu o promieniu r poprowadzono styczng do
okregu w punkcie S. Niech y oznacza odleglosé z punktu P do punktu S stycznodci.
a) Wyraz odlegloéé y w zaleznosci od wysokosci h i promienia r.
b) Jedli r jest promieniem Ziemi w milach, a h wysokoScia na jakej znajduje sie statek kosmiczny nad
powierzchnia Ziemi, to z jakiej odleglosci astronauta widzi punkt najdalej polozony na horyzoncie Ziemi?
Przyjmij, ze statek kosmiczny znajduje si¢ w odleglosci 200 mil od Ziemi, a promien Ziemi wynosi r = 4000
mil. Wynik podaj w zaokragleniu do 1 mili.

14.6. Na trzech okregach parami stycznych zewnetrznie, o promieniu 1 cm, opisano trjkat réwnoboczny. Oblicz
pole tego tréjkata.

14.7. W tréjkat réwnoramienny, w ktérym wysokosé ma dlugoéé 10 cm, a kat przy podstawie ma miare 30°,
wpisano okrag. Oblicz dlugo$¢ promienia tego okregu.

14.8. Na trojkacie réwnoramiennym, o podstawie dlugosci 8 cm i kacie przy podstawie 30°, opisano okrag.
Oblicz dlugosé promienia tego okregu.
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14.9. Dwa okregi sg styczne wewnetrznie, a tréjkat prostokatny ABC wpisany jest w wiekszy okrag. Srednica
malego okregu ma dlugo$é rowna polowie przeciwprostokatnej tréjkata ABC.
a) Wyjasnij dlaczego tréjkaty ABC 1 OBE sa podobne i podaj skale podobienstwa (O - $rodek wiekszego
okregu, E - punkt wspolny mniejszego okregu i przyprostokatnej BC).
b) Oblicz stosunek pdl tych trojkatdw.

14.10. Oblicz obwdd rombu, ktorego pole jest réwne 384, a stosunek dlugosci przekatnych wynosi 3 : 4.

3/

14.11. Przekatna czworokata dzieli go na dwa tréjkaty prosto-
katne.
a) Oblicz obwdd tego czworokata.
b) Jaka cze$é pola czworokata stanowi pole mniejszego tréj-
kata? Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 1.

N

14.12. Dany jest réwnoleglobok o bokach dlugosci 16 i 10 oraz kacie ostrym 30°. Oblicz:
a) dlugoséé dtuzszej wysokosci rénolegloboku,
b) dlugos¢ krétszej przekatnej réwnolegltoboku.

14.13. W trapezie prostokatnym dluzsza przekatna ma diugo$é 12 cm i tworzy z dluzszym ramieniem kat o
mierze 30°, natomiast z krétszym ramieniem kat o mierze 60°. Oblicz pole tego trapezu.

14.14. Dany jest trapez rownoramienny, ktérego ramie ma diugo$é 6 i jest nachylone do dtuzszej podstawy pod
katem 60°. Podstawa ta ma dtugosé 10.
a) Oblicz obwdd i pole trapezu.
b) Oblicz dlugosé przekatnej trapezu.
c) Oblicz odlegloéé punktu przeciecia sie przekatnych od dluzszej podstawy.

14.15. W trapezie réwnoramiennym ABC'D srodki kolejnych bokéw potaczono odcinkami. W ten sposéb trapez
zostal podzielony na cztery trojkaty i jeden czworokat. Uzasadnij, ze suma poél tych trojkatéw jest rowna
polu otrzymanego czworokata.

14.16. W okrag o érodku O i promieniu R = 6 cm wpisano czworokat ABCD. Katy $rodkowe: <AOB,
<BOC, <COD i <DOA maja odpowiednio miary: 45°, 150°, 135° i 30°. Oblicz pole czworokata
ABCD.

14.17. Dany jest kwadrat. Pole kola opisanego na tym kwadracie jest o 87 wigksze od pola kota wpisanego w
ten kwadrat. Oblicz pole kwadratu.

14.18. Miary trzech kolejnych katéw czworokata wpisanego w okrag tworza ciag arytmetyczny o réznicy r =
52°32’. Oblicz miary wszystkich katéw wewnetrznych tego czworokata.

14.19. Na okregu opisano trapez prostokatny, ktérego dhugosci ramion sa réwne 24 cm i 25 cm. Oblicz:
a) dlugosci podstaw trapezu,
b) pole trapezu,
¢) dlugosci przekatnych trapezu,
d) dlugosé okregu,
e) o ile procent obwdd trapezu jest wigkszy od dtugosci okregu,
f) pole czesei trapezu znajdujace sie poza kolem,
g) stosunek pola trapezu do pola kola.
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14.22. Rysunek przedstawia ksztalt obszaru zakreslonego przez
wycieraczke szyby samochodu. Kat AOC ma miare 2,5 A
radiana oraz |OB| = 20 cm, a rami¢ BA wycieraczki ma
dhugosé 30 cm. Oblicz pole obszaru, ktéry wyczysci wycie- B D
raczka.
0]

14.23. Okno ma ksztalt prostokata z dotaczonymi na dole i na gérze potkolami.
a) Podaj wzoér na pole P powierzchni okna w zaleznosci od r i y.
b) Uzasadnij, ze jesli obwdd okna jest réwny 6 m, to pole P wyraz sie wzorem
P =6r — mr? [m?].
c) Dla jakiego r pole powierzchniu okna, ktérego obwdd jest réwny 6 m, jest
najwieksze?

14.24. (R) Z punktu A widaé stup telefoniczny pod katem o mierze 64°. Stup jest w 54 E
/
’
Y
/

14.20. Oblicz obwdd i pole zacieniowanego obszaru.

14.21. Dane sg cztery okregi parami styczne. Promien najwiekszego okregu o
$rodku O jest réwny 2.
a) Oblicz dlugos$é promienia najmniejszego okregu.
b) Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

odchylony od pionu o kat miary 9° w kierunku drogi na powierzchni ziemi,
na ktora stonce rzuca cien. Dlugoéé¢ cienia jest rowna 6,4 m. Oblicz w
zaokragleniu do 1 m ditugosé tego stupa.

14.25. (R) Oblicz dlugosé srokowej tréjkata opuszezonej na bok o dtugosci 8, gdy pozostale boki maja dlugosé
617.

14.26. (R) Udowodnij twierdzenie: ,Jezeli w tréjkat prostokatny wpiszemy okrag, to iloczyn dlugosci odcinkéw,
na ktore dzieli przeciwprostokatng punkt stycznosci z okregiem rowna sie polu tego trojkata.”
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14.27. (R) Oblicz pole zacieniowanej figury.

(2N

14.28. (R) Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat o bokach dtugosci 5,5 i 8.

14.29. (R) Przez srodek wysokosci tréjkata réwnobocznego poprowadzono prosta réwnolegla do jednego z bo-
kéw. Oblicz stosunek pdl figur na jakie prosta podzielita tréjkat. (Rozpatrz dwa przypadki.)

14.30. (R) W trojkacie ABC, o kacie rozwartym przy wierzchotku C dane sa dlugosci bokéw |AC| =5 cm i
|BC| = 12 cm. Oblicz dtugosé boku AB wiedzac, ze pole tréjkata jest réwne 24 cm?.

Gdansk

14.31. (R) W oparciu o dane przedstawione na rysunku w skali 1 : 5500000
oblicz rzeczywista odlegtosé w linii prostej z Warszawy do Gdan-
ska. Wynik podaj w zaokragleniu do 1 km.

Warszawa

14.32. (R) Boki tréjkata maja dlugosci 5, 3v/2,v/13. Wyznacz miare kata znajdujacego sie naprzeciw najkrot-
szego boku oraz pole tréjkata. D c

14.33. (R) Kwadrat ABCD ma bok dlugosci 2. Tréjkat K LM jest
réonoboczny. Oblicz pole tego trdjkata.

A K B

14.34. (R) W kwadracie ABCD o boku dlugosci 1 punkt K jest srodkiem boku DC. Oblicz pole czworokata
APKD, gdzie P jest punktem przeciecia przekatnej AC i odcinka K B.

14.35. (R) Przekatne AC i BD kwadrtau ABC D przecinaja sie w punkcie O. Punkt M jest $rodkiem odcinka
OD, N - $rodkiem boku BC. Udowodnij, ze trojkat AM N jest prostokatny i réwnoramienny.

14.36. (R) Trapez prostokatny podzielono odcinkiem réwnoleglym do obu podstaw na dwie czesci o réwnych
polach. Wyznacz dlugosé tego odcinka wiedzac, ze podstawy tego trapezu sa diugosci 40 i 60, a ramie
prostopadle do podstaw ma dlugosé 100.

D C
14.37. (R) Trapez prostokatny ABC D podzielono na trzy czesci o réw-
nych polach. Wiedzac, ze czworokat EFCD jest kwadra-
tem o boku dlugosci 6 cm oblicz: B F
a) obwdd trapezu ABCD,
b) cosinus kata CF'B. A i)
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14.38. (R) Pole figury ograniczonej okregiem opisanym na szesciokacie foremnym i brzegiem szesciokata jest
réwne 41 — 61/3. Wyznacz:
a) dlugosé boku tego szesciokata foremnego,
b) dlugosé tego okregu.

14.39. (R) Uzasadnij, ze pole odcinka kota przedstawionego na ry- -.

sunku mozna obliczy¢ wedlug wzoru:

S:R?Q(lgﬁ-a—sina).

14.40. (R) Tréjkat prostokatny ABC ma boki dlugosci 3,4, 5. Oblicz promien okregu stycznego do przeciwpro-
stokatnej i prostych bedacych przedtuzeniami przyprostokatnych.

14.41. (R) Promienie wspdtosrodkowych okregéw przedstawionych na
rysunku sa réwne odpowiednio 1,2,3,4,51 6. O ile procent
pole obszaru zacieniowanego jest wieksze od pola obszaru
niezacieniowanego zawartego w kole o promieniu 67

15 Stereometria

15.1. Oblicz dlugos¢ odcinka K L taczacego srodki dwéch krawe-
dzi szeécianu, ktorego krawedz ma dlugos$é 6.

15.2. Przekatna d prostopadloécianu o podstwie kwadratowej jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem o = 60°. KrawedzZ podstawy ma dlugosé 4.
a) Wyznacz dlugosé przekatnej d.
b) Oblicz objetosé tego prostopadloscianu.
¢) Zaznacz na rysunku kat nachylenia przekatnej d do $ciany bocznej prostopadloscianu.

15.3. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego, ktorego pole
podstawy jest réwne 81 cm? a kat miedzy przekatng éciany bocznej i krawedzia podstawy ma miare 60°.

15.4. Oblicz pole powierzchni graniastostupa prostego, ktérego przekatna Sciany bocznej ma dlugosé b, zas
podstawsg jest trojkat réwnoboczny o boku dlugoéci a.

15.5. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosé graniastostupa wiedzac, ze ma on 18 krawedzi i kazda z nich
jest réwna 4cm.

15.6. Nalezy dwukrotnie pomalowaé¢ powierzchni¢ boczna pieciu kolumn majacych ksztalt graniastostupa pra-
widlowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy jest réwna 40 cm, a wysoko$¢ b m. Przy pierwszym
malowaniu litr farby wystarcza na pokrycie 10 m? powierzchni, a przy drugim - zuzyto o 20% farby mniej.
Tle nalezy kupié¢ pieciolitrowych puszek farby?
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15.7. Schody skladaja si¢ z 15 jednakowych beto-
nowych stopni, ktérych wymiary podano na
rysunku. Oblicz obieto$é betonu zuzytego na
ich wykonanie.

1,2 m

15.8. Podstawa ostrostupa o wysokoéci h jest tréjkat réwnoboczny. Dwie Sciany boczne tego ostrostupa sa
prostopadle do podstaw, a trzecia tworzy z podstawsa kat o mierze «. Oblicz pole powierzchni bocznej tego
ostrostupa.

15.9. Pole powierzchni catkowitej ostrostupa czworokatnego prawidlowego jest réwne 27 cm?. KrawedZ jego
podstawy ma dlugo$¢ 3 cm.
a) Oblicz wysoko$¢ $ciany bocznej tego ostrostupa.
b) Naszkicuj jego siatke.
c¢) Oblicz jego objetosé.
d) Wyznacz miare kata nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy.

15.10. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat miedzy krawedzia boczna ostrostupa i jego wysokoscia
ma miare 30°, a krawedz podstawy ma dtugosé 4v/2 cm. Oblicz objetoéé ostrostupa.

15.11. Powierzchnia boczna stozka jest wycinek kola o kacie 240° i promieniu 12 cm. Oblicz pole podstawy
tego stozka.

15.12. Poziom wody w zbiorniku w ksztalcie stozka, o érednicy 60 cm i tworzacej 50 cm, siega polowy jego
wysokosci. Do zbiornika wlewamy wode w tempie 25 cm?/s. Po ilu minutach zbiornik bedzie petny? (Do
obliczen przyjmij 7 = 3.)

15.13. W wyniku pelnego obrotu tréjkata prostokatnego, o przyprostokatnej 3v/3 i przeciwprostokatnej 6, wokét
prostej zawierajacej krétsza przyprostokatna otrzymujemy bryle. Oblicz objetos¢ tej bryty i wyznacz kat
nachylenia tworzacej do plaszczyzny podstawy.

15.14. W wyniku pelnego obrotu tréjkata prostokatnego, réwnoramiennego, o przyprostokatnej diugosci 6,
wokol prostej zawierajacej przeciwprostokatna otrzymujemy bryle obrotowa. Oblicz jej objetosé i pole
powierzchni.

15.15. Wzdr na objetoéé¢ stozka Scietego ma postac
1
V= gmh (R*+ Rr +1r?),

gdzie R oznacza promien dolnej podstawy stozka, r - promien gérnej podstawy stozka i h - wysokos¢ stozka
$cietego.

Pewne naczynie ma ksztalt stozka $cietego, w ktérym R = 4,r = 2 oraz h = 6. Naczynie zostalo wypelnione
woda do potowy wysokosci. Jaki procent objetoéci calego naczynia stanowi objeto$¢ wody? Wynik podaj
w zaokragleniu do 0,1%.

15.16. Pojemnik do przechowywania gazu ma ksztalt walca, o wysokosci 3 m, zakonczonego z obu stron pétkoli-
stymi koputami. Wiedzac, ze pole jego powierzchni catkowitej jest réwne 47 m?, oblicz objetosé pojemnika.

15.17. Pietrowy tort przygotowany na bal maturalny skladal sie z pieciu warstw, z ktérych kazda miala ksztalt
walca. Dtugosci promieni walcow, wyrazone w cm byly kolejnymi wyrazami ciaggu arytmetycznego o réznicy
a = —b5. Dlugos¢ promienia podstawy srodkowej warstwy tego tortu byla réwna 20 cm, a jej objetos¢ 32007
cm?®. Wszystkie warstwy wykonane byly z tego samego rodzaju ciasta i miaty jednakows wysokosé. Oblicz,
ile maki nalezalo przygotowa¢ do wypieku catego tortu, jezeli receptura przewiduje wykorzystanie 0,24 kg
maki do wypieku warstwy srodkowe;.

15.18. Metalowa kule o promieniu 10 cm oraz stozek, w ktérym Srednica i wysokosé wynosza odpowiednio 16
. . . , . 8v3 .
cm i 12 cm przetopiono. Nastepnie z otrzymanego metalu wykonano walec o $rednicy == cm. Oblicz
wysokosé walca.
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15.19. Metalowa kule o promieniu R = 5 cm w caltosci przetopiono na kuleczki o promieniu r» = 0,25 cm. Ile
uzyskano w ten sposéb kuleczek?

15.20. Przyjmujac, ze Ziemia jest kula o promieniu » = 6370 km, oblicz jej pole powierzchni. Jaki procent
powierzchni Ziemi stanowi powierzchnia ladéw a jaki powierzchnia Polski, gdy taczna powierzchnia ladow
jest réwna 149 mln km? a Polski wynosi 322,6 tys. km?.

15.21. a) Dane sa dwie kule. Objetoéé pierwszej kuli jest réwna 367 cm?, a druga kula ma promien dwa razy
dtuzszy od promienia pierwszej kuli. Podaj objeto$¢ drugiej kuli. Jaki jest stosunek pdl powierzchni tych
kul?

b) Po dopompowaniu powierzchnia kulistego balonu zwiekszyla sie o 44%. O ile wzrosta objeto$é balonu?

15.22. a) W kule o promieniu 8 cm wpisano walec o promieniu podstawy 4cm. Oblicz objeto$é walca.
b) Na szedcianie o krawedzi dlugosci a opisano kule w ten sposéb, ze wierzcholki szeScianu naleza do
powierzchni kuli. Oblicz objetosé kuli.
¢) W ostrostup prawidlowy czworokatny wpisano kule o promieniu 2. Sciany boczne ostrostupa sa nachylone
do jego podstawy pod katem 60°. Oblicz dlugos$¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

15.23. (R) W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym pole podstawy réwna si¢ 12v/3. Pole przekroju ptasz-
czyzng zawierajaca krawedz podstawy i wierzcholek gérnej podstawy - 204/3. Oblicz sinus kata nachylenia
plaszczyzny tego przekroju do plaszczyzny podstawy graniastostupa.

15.24. (R)Prostopadloscienne pudetko ma wymiary 8cmx6cmx4cm.

|

|

. . . ' 4 cm
Wyznacz miare kata o w zaokragleniu do 1° miedzy prze- :
katna podstawy pudelka, a przekatna tej Sciany bocznej, I
ktéra ma wymiary 6 cmx4 cm. Vit ——
64/ 6 cm
/

8 cm
15.25. (R) Oblicz pole przekroju szescianu o krawedzi a plaszczyzna zawierajaca przekatna jednej ciany i $rodki
dwoch krawedzi przeciwleglej $ciany.

15.26. (R) Oblicz odleglo$é wierzchotka szeScianu, ktérego krawedZz ma dlugosé a, od tej przekatnej szescianu,
do ktérej ten wierzchotek nie nalezy.

15.27. (R) W prostopadloscianie o podstawach ABCD i EFGH mamy |AB| =6, |BC| =51 |AE| = 12. Niech
S bedzie punktem krawedzi AE oraz |AS| = z, gdzie 0 < x < 12. Dla jakich x objetosé¢ ostrostupa SEFH
jest wieksza od objetosci ostrostupa SABCD?

15.28. (R) Drewutnia ma ksztalt prostopadloscianu, nakrytego dwu- S 202
spadowym dachem. Wymiary drewutni przedstawiono na Y 4
rysunku.

a) Wyznacz objeto$é uzytkowa drewutni (objeto$é prosto-
padlogcianu w m?) jako funkcje a.

b) Dla jakiego kata a € ({5, §) objetosé uzytkowa drewutni -
jest najwieksza?

3 m

X

15.29. (R) W kule o promieniu R = 4 wpisano szescian. Oblicz jaki procent objetosci kuli stanowi objeto$é¢
szeScianu. Wynik podaj z zaokragleniem do 1%.

15.30. (R) Wierzchotek namiotu w ksztalcie czworokatnego ostrostupa prawidlowego jest podtrzymywany przez
maszt o dtugosci 1,5 m. Wyznacz dlugo$é krawedzi jego podstawy, wiedzac, ze pole powierzchni materiatu
zuzytego na uszycie tego namiotu wraz z podloga (pomijamy szfy) jest réwna 8 m?2.
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15.31. (R) KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugo$é¢ a = 4, za$ krawedz boczna
b=T.
a) Oblicz objetosé tego ostrostupa.
b) Wyznacz cosinus kata miedzy krawedziami bocznymi nie nalezacymi do jednej $ciany bocznej tego

ostrostupa. 1m
15.32. (R) Oblicz objetosé narysowanej pryzmy, ktorej kra- ,/
wedzie boczne sa rownej dlugodci. // g
LN _
/
/
/4 2 m
4
4m

15.33. (R) Do salaterki wlano rozpuszczona galaretke, ktéra po zastygnieciu przybrala ksztalt stozka $cietego.
Przekrdj osiowy tej bryly byt trapezem réwnoramiennym o wysokosci 6 cm i podstawach dlugosci 14 cm i 26
cm. Oblicz objeto$¢ wlanego ptynu. W obliczeniach przyjmij, ze m = 3, 14, a wynik podaj z zaokragleniem
do 1 cm?®.

15.34. (R) Pole powierzchni kuli wpisanej w stozek jest réwne polu podstawy. Oblicz:
a) stosunek pola powierzchni kuli do pola powierzchni bocznej stozka,
b) jaka czescia objetosci stozka jest objetosé kuli?

15.35. (R) Tr6jkat réwnoramienny o obwodzie réwnym 16 cm obraca sie dookola podstawy. Dla jakiej dtugosci
bokow trojkata objetos¢ otrzymanej bryly bedzie maksymalna?

15.36. (R) Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugoéé réwna 2v/3. Jaka najwicksza objetosé moze mieé
ten walec?

15.37. (R) W stozek, ktérego wysokos$é ma dlugo$é H = 12 dm, a promien jego podstawy ma dlugosé¢é R = 4
dm wpisano walec, o podstawach réwnoleglych do podstawy stozka. Jakie powinny by¢ wymiary walca, aby
jego objetos¢ byta najwicksza?

16 Statystyka

10%

16.1. Wojtek otrzymal w ciagu jednego roku szkolnego 20
ocen z jezyka polskiego. Czestos¢ poszczegdlnych
. . . . 15%
ocen przedstawiono na diagramie kolowym. Oblicz &%
srednia, mode i mediane zestawu ocen Wojtka.

25% ndst
dop

B dst

5% B ab
bdb

20% 25% [cel

16.2. Srednia arytmetyczna liczb: 11,12,8,11,x,3,4,6, 8,8 jest rowna 8, 5.
a) Wyznacz x.
b) Wyznacz mediang tych liczb.
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16.3. Diagram przedstawia srednie wydatki
rodzicéw zwiazane z poczatkiem roku
szkolnego.

a) Oblicz $rednia wydatkéw w latach
od 2001 do 2003.
b) Jaka kwote wydano w 2002 roku na
podreczniki, jesli wiadomo, ze pochto-
nely one wtedy 51% wydatkéw? Wynik
podaj w zaokragleniu do 1zt~ 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
¢) Wyznacz mediane podanego zbioru

. Rok
wydatkéw.
d) O ile procent mniej w poréwnaniu z
rokiem 2002 wyniosty wydatki w roku
20037

16.4. Cztery babcie graly w brydza. Srednia ich wieku wynosila 74 lata. Gdy po pierwszym robrze babcia
Matylda zrezygnowala z gry, pozostale babcie graly ,z dziadkiem”, a $rednia wieku grajacych zmniejszyla
sie o 2 lata. Trzeciego robra wytrwale rozegraly juz z dziadkiem Stefanem, ktéry mial 76 lat. Ile lat ma
babcia Matylda? Jaka jest srednia wieku rozgrywajacych trzeciego robra?

16.5. Wzrost zawodniczek reprezentacji Polski w siatkéwce wynosi w centymetrach: 173, 176, 179, 180, 180,
182, 183, 187, 191, 191, 192, 194. Oblicz $redni wzrost siatkarek oraz wariancje i odchylenie standardowe
ich wzrostu. Wymk podaJ w zaokragleniu do 0, 01. .

16.6. Kazda z dwudziestu kobiet zapytano o liczbe
posiadanych dzieci. Otrzymane wyniki przed-
stawiono na histogramie. Oblicz $rednia liczbe
dzieci posiadanych przez jedna kobiete oraz
odchylenie standardowe liczby dzieci.

Liczba kobiet *

O HFENWER LD

2 3
Liczba dzieci

16.7. Oblicz érednia arytmetyczna, wariancje i odchylenie standardowe podanego zestawu danych za pomoca
tabelki czesto$é wystepowania liczby pestek w winogronach. Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 1.

Liczba pestek o 11|23
Liczba owocéw | 5 | 50 | 35 | 10

16.8. Wsréd uczniéow pewnej klasy maturalnej dokonano pomiaru ilorazu inteligencji Q) i przedstawiono jego
wyniki w ponizszej tabeli:

Pomiary ilorazu IQ | 127 | 128 | 130 | 132 | 134 | 136 | 140 | 142 | 144 | 148 | 149 | 151 | 153
Liczba wskazan 1 1 1 2 2 5 2 2 3 2 2 2 3

a) Wyznacz $rednia, mediane i mode ilorazu inteligencji ucznia badanej klasy.
b) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe tej prébki danych. Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 01.

16.9. Do matury z matematyki na poziomie rozszerzonym przystapitlo 10 uczniéw. Wyniki przedstawia tabela:

Liczba punktéw | 9 | 16 | 26 | 33 | 35 | 42 | 47 | 50
Liczba uczniéw | 1| 2 | 2 | 1 1 1 1 1

a) Oblicz érednia arytmetyczna uzyskanych wynikéw.

b) Oblicz mediane i mode tego zestawu danych.

c) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe.

d) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

A - losowo wybrany maturzysta zdoby! na maturze nie mniej niz 40 pkt,

B - losowo wybrany maturzysta zdoby! na maturze mniej niz 15 pkt,

C - losowo wybrany maturzysta zdobyl na maturze nie mniej niz 20 pkt i nie wiecej niz 40 pkt,
D - losowo wybrany maturzysta zdobyl na maturze mniej niz 8 pkt.
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16.10. Wtasciciel sklepu spozywczego w przypadku kazdego nowego produktu przeprowadza test polegajacy na
tym, ze 50 losowo wybranych oséb ocenia ten produkt w skali 0 do 5 punktéw, w trzech kategoriach: C -
ceny, S - smaku i W - wygladu opakowania. Nastepnie wlasciciel oblicza srednia wazona z nastepujacych
liczb: s; $redniej liczby punktéw w kategorii C (z waga 5), s Sredniej liczby punktéw w kategorii S (z
waga 3), s3 Sredniej liczby punktéw w kategorii W (z waga 2). W przypadku gdy tak obliczona $rednia jest
wieksza od 3 wtlasciciel decyduje, ze towar bedzie sprzedawany w jego sklepie. Badania dotyczace nowego
rodzaju kawy daly nastepujace rezultaty:

w kategorii W: 12%
25
) . ,
GRRRRAARARK @hczba punktéw 3
50% ] . .
";;.;Z? liczba punktéw 4
;'138% liczba punktéw 5

W kategorii C obliczona srednia byla rowna sy = 2,42, a w kategorii S so = 4, 32. Oblicz s3 oraz ocen czy
w rezultacie przeprowadzonego testu wtasciciel sklepu zdecyduje sie¢ na sprzedaz nowego gatunku kawy.

16.11. Podczas zawodow w lyzwiarstwie figurowym dziewieciu sedziéw przyznawalo noty za technike i prezen-
tacje programu tyzwiarskiego. Punkty byly przyznawane w skali 0,0 do 6,0. Nota za technike jest srednia
arytmetyczna uzyskanych punktéw, podobnie nota za prezentacje programu. Oblicz koncowe noty dwoch
par, ktorych punktacja zostala podana w tabeli, jesli koncowa nota jest:

a) érednia arytmetyczna noty za technike i prezentacje,
b) érednia wazona: nota za technike ma wage 0,6, a nota za prezentacje - wage 0, 4.

Para I | technika 50 15,1 |50]|52]55|50]53]51]|5,6
prezentacja | 4,9 | 5,0 | 4,8 | 5,2 | 5,4 | 4,9 | 5,0 | 4,8 | 5,0
Para IT | technika 6,0 | 5,8 159 |6,0|5,7]58|57]59]5,4
prezentacja | 5,5 | 5,8 | 5,5 | 5,9 | 5,6 | 5,8 | 5,9 | 5,4 | 5,9

16.12. Nauczycielka matematyki w klasie Jacka oecnia w semestrze prace w nastepujacych kategoriach: kart-
kéwka (z waga 20), praca domowa i odpowiedZ ustna (z waga 15), praca na lekcji (z waga 10) oraz sprawdzian
(z waga 40). Na semestr proponuje ocene x, jesli srednia wazona ocen znajduje sie¢ w przedziale
(x —0,25,2+0,75), x € {1,2,3,4,5,6}.
Czy Jacek ma szanse mie¢ na semestr ocene dobra, jesli dotychczas uzyskal w wymienionych kategoriach
odpowiednio oceny: 2,3,4,4, a moze zdoby¢ jeszcze tylko jedna ocene ze sprawdzianu? Na jaka oceng
musiatby zaliczy¢ ten sprawdzian?

17 Kombinatoryka

17.1. (R) Oblicz:
a) (V2+1)*
b) (1-+v/3)°
c) (p+vp)’

17.2. (R) Wykonano potegowanie dwumianu (;v2 + %)9 i uporzadkowano jego sktadniki. Oblicz wspotczynnik
stojacy przy x>.

17.3. Oznaczmy przez Pi3 liczbe wszystkich uporzadkowan zbioru {1,2,3,...,13}. Sprawdz, czy Pi3 dzieli sie
przez:
a) 11
b) 17
c) 12!
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17.4. Dana jest liczba a = ( g ) .

a) Sprawdz, czy liczba a dzieli si¢ przez 5.
b) Sprawdz, czy liczba 2 jest dzielnikiem liczby a.
c) Wyznacz liczbe wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby a.

17.5. a) Oblicz n, gdy ( Z ) = 35.

b) Réznica miedzy ( g ) a ( 711 ) wynosi 5. Oblicz n.

¢) Rozwiaz réwnanie: 20P,_o = P,, gdzie P, oznacza liczbe wszystkich permutacji zbioru n elementowego.
d) Rozwiaz réwnanie: C7~5 = P;.

e) Rozwigz réwnanie: < ; ) - < g > =0, gdzie x € {3,4,...}.

17.6. Pan Kowalski zatozyl w swojej firmie zamek z czterocyfrowym kodem. Aby mégl tatwiej zapamietaé,
wybral kod, w ktérym suma dwéch pierwszych cyfr réwna jest 12, a suma dwoch ostatnich cyfr 10. Ile mial
mozliwoéci wyboru kodu?

17.7. a) Ile sléw dziesiecioliterowych mozna utworzyé ze stowa ANALFABETA?
b) Na ile sposobéw mozna ulozyé na poélee 30 ksiazek, sposrdd ktérych 20 jest mniejszego formatu a 10
wiekszego tak, aby mniejsze i wigksze ksiazki nie byly ze soba pomieszane?
¢) Do przedziatu kolejowego drugiej klasy (dwa rzedy po 4 miejsca) wchodzi 8 os6b. Na ile sposobéw moga
one zajaé miejsca tak, aby ustalone dwie osoby A oraz B siedzialy:
- obok siebie,
- naprzeciwko siebie.

17.8. Na jednej prostej dane sg 4 rézne punkty, na innej prostej réwnoleglej do niej 6 réznych punktéw. Ile
istnieje
a) tréjkatow,
b) czworokatow,
ktorych wierzchotkami sg dane punkty?

17.9. a) Na okregu zaznaczono sze$¢ punktéw. Ile réznych wielokatéw o wierzchotkach w tych punktach mozna
narysowac?
b) Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 10 ksiazek miedzy dwie osoby tak, aby kazda z nich miala 5 ksiazek?
¢) Firma cateringowa dostarcza zestawy positkéw. Do wyboru jest 15 dan gléwnych, 10 napojéw i 5 deseréw.
Planujesz wybra¢ 3 dania gléwne, 2 napoje i 2 desery. Na ile sposobéw mozesz to zrobi¢?

17.10. Dany jest zbior wszystkich cyfr.
a) Ile jest liczb trzycyfrowych?
b) Tle jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach?
c) Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych powtarza si¢ co najmniej jedna cyfra?

17.11. a) Na pewnej uczelni obowiazuje skala ocen: 2,3,4,5. Egzamin nie jest zdany, gdy otrzymana z niego
ocena jest rowna 2. Czterech studentéw tej uczelni stawilo sie na egzamin. Na ile sposobéw moga im by¢
wystawione noty, jesli wiadomo, ze wszyscy zdali egzamin?

b) Kazdej z 10 0s6b przyporzadkowujemy:

- dzien tygodnia, w ktérym sie urodzita,

- miesigc, w ktorym sie urodzita.

Ile r6znych wynikéw mozemy otrzymac?

c) Alfabet Morse’a zbudowany jest z dwéch réznych elementéw: kreski i kropki. Ile znakéw pisarskich
mozna utworzy¢ z tych elementéw, jesli kazdy znak nie moze posiada¢ mniej niz 3 i wiecej niz 6 miejsc
oznaczonych kropkami lub kreskami.

17.12. Dziesieé kaset wideo ustawiasz w kolejnoéci na potce. Na ile sposobéw mozesz to zrobié, jesli chcesz aby
trzy kasety z filmami twojego ulubionego rezysera staly obok siebie?

17.13. Pigcioosobowa rodzina (rodzice, starsza corka i bliZzniaki) ustawija sie do zdjecia.
a) Ile jest mozliwych ustawien dla osoby rozrézniajacej bliZzniaki?
b) Ile jest mozliwych ustawien zdaniem fotografa, dla ktérego bliZniaki sa identyczne?
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17.14. Przesadna studentka zawsze, kiedy tylko w dniu egzaminu dostawatla z szatni numerek z choé¢y jedna cyfra
2, prositla o wymiane na inny bez dwdjek. Jaki procent wszystkich 500 numerkéw w tej szatni stanowily
numerki ,nieszczesliwe” dla tej studentki?

18 Rachunek prawdopodobienstwa

18.1. a) Wszystkie Sciany szeScianu o krawedzi réwnej 3 dm pomalowano, a nastepnie szeScian rozcieto na
jednakowe szesciany o krawedzi 1 dm. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrany szescian:
- bedzie mial trzy pomalowane $ciany,
- bedzie miat tylko jedng pomalowana $ciane,
- nie bedzie mial zadnej pomalowanej $ciany.
b) Zgodnie z najnowszymi badaniami 70% krasnoludkéw umie czytaé, 40% krasnoludkéw umie pisaé, na-
tomiast 30% krasnoludkéw umie czytaé i pisaé.
- Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany krasnoludek umie pisa¢ ale nie umie czytac?
- Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany krasnoludek, ani nie umie pisaé, ani nie umie czytac.

18.2. W klasie jest trzynascie dziewczat i trzynastu chtopcéw. Wychowawca przydzielil uczniom losowo miejsca
w trzynastu tawkach dwuosobowych tak, ze w kazdej tawce siedzial po prawej stronie chlopak, a po lewej
dziewczynka. Zuzia chciala konieczanie siedzie¢ z Jackiem. Oblicz prawdopodobienstwo, ze marzenie Zuzi
sie spelni.

18.3. Grupa szesciu chlopcéw i trzech dziewczat wybrala sie do kina. Poniewaz nie mieli biletéw, wiec ustawili
sie w pojedynczej kolejce do kasy, przy czym ustawienie mialo charakter losowy. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia polegajacego na tym, ze miedzy dwoma ustalonymi chlopcami stanely w kolejce wszystkie
dziewczeta i tylko one.

18.4. a) Druzyna siatkéwki sklada sie z szesciu zawodnikéw. Do kontroli antydopingowej wybiera sie dwdch
zawodnikéw. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze kontroli poddany zostanie kapitan druzyny?
b) Wsréd 12 zaréwek 4 sa wadliwe. Wybrano losowo 3 zaréwki. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, ze co
najmniej jedna z nich jest dobra?
c) Z 5 pretow, ktérych diugosei sa odpowiednio réwne 1,2, 3,4,5 jednostek dlugosci, wybieramy losowo
trzy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze mozna z nich zbudowaé tréjkat prostokatny.

18.5. Z szuflady, w ktorej znajduja sie dwa batony Marsowe, trzy batony Stoneczne i pie¢ batonéw Nieziemskich,
mama na chybil trafit wycigga trzy razy po jednym batonie i obdziela nimi po kolei Basie, Krzysia i Zosie.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze kazde dziecko otrzyma baton innego rodzaju?

18.6. Na dwoch prostych réownoleglych obrano 9 punktéw: na jednej z nich 4 punkty a na drugiej 5 punk-
tow. Ze zbioru tych punktéw losujemy jednoczesnie trzy punkty. Oblicz prawdopodobienstwo, ze sa one
wierzchotkami pewnego trojkata.

18.7. a) W sposéb losowy z wierzchotkéw szescianu wybieramy dwa. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyzna-
czony w ten sposéb odcinek bedzie krétszy od przekatnej sze$cianu.
b) Sposréd wszystkich $cian ostrostupa szesciokatnego wybieramy losowo trzy. Jakie jest prawdopodobiefi-
stwo, ze wsréd wybranych $cian znajdzie sie podstawa tego wielo$cianu?

18.8. Ze zbioru {1, ..., 11} losujemy jednoczesnie trzy liczby. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co naj-
mniej jednej liczby parzystej.

18.9. Ze zbioru cyfr {1,2,3,5, 7} uktadamy wszystkie mozliwe liczby 3-cyfrowe o réznych cyfrach. Z liczb tych
wybieramy losowo jedna. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie ona wielokrotnoscia liczby 657

18.10. Ze zbioru cyfr {1,4,5,9} wybieramy trzy razy kolejno po jednej cyfrze bez zwracania i tworzymy z niej
liczbe trzycyfrowa rozpoczynajac od setek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze uzyskana w ten sposob liczba
bedzie:

a) parzysta,
b) wigksza od 333,
¢) podzielna przez 9.
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18.11. W pewnej grze rzuca sie trzema kostkami i oblicza sume oczek. Krupier twierdzi, ze nie ma znaczenia,
czy postawimy na sume oczek réwna 10 czy 9, poniewaz kazda z nich mozna uzykaé¢ na 6 sposobow.
9=14246=143+5=1444+4=24+24+5=2+34+4=3+3+3,
10=14+34+6=14+4+5=244+4=34+2+5=24+24+6=3+3+4.

Czy krupier ma racje? Odpowiedz uzasadnij.

18.12. Z talii 52 kart losujemy jedna karte. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania asa lub karty koloru
czarnego.

18.13. Krzys rzuca dwa razy symetryczna kostka do gry i oblicza iloczyn wyrzuconych oczek. Jesli iloczyn oczek
nalezy do przedzialu doknietego (12, 16), to Krzys wygrywa. W pozostalych przypadkach przegrywa.
a) Uzupelnij tabele tak, aby przedstawiala wszystkie mozliwe wyniki.

I/II[1]2[3][4]5]6
1 |[1]2[3]4
2 (246

3 [3]6

4 (438

5

6

b) Podaj liczbe wynikéw sprzyjajacych wygranej Krzysia i oblicz prawdopodobiefistwo wygrane;j.

18.14. Mamy dwie jednorodne kostki szescienne, ktoérych siatki
przedstawione sg na rysunku.
Rzucamy jednocze$nie dwiema kostkami. Oblicz prawdo- . .
podobienstwo, ze:
a) iloczyn oczek bedzie réwny 9,
b) na obu kostkach uzyskamy te sama liczbe oczek, . .
¢) suma oczek nie przekroczy liczby 3.

18.15. Pewne przedsiebiorstwo ma trzy miejskie numery telefoniczne. Prawdopodobienstwo, iz w danej chwili
korzysta sie z danego numeru telefonu wynosi g Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) co najmniej jeden numer jest wolny,
b) dokladnie dwa numery sa wolne.

18.16. a) Dwaj strzelcy réwnoczesnie strzelaja jeden raz do tarczy. Jeden z nich trafia zwykle do celu 7 razy
na 10 strzaléw , a drugi trafia 8 razy na 10 strzaléw. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przynajmniej
jeden z nich trafi do celu?

b) Strzelec trafia do tarczy z prawdopodobiefistwem 0,9. Na kazde 10 strzaléw trafiajacych w tarcze dwa
trafiaja w dziesiatke. Oblicz prawdopodobienstwo, ze strzelajac jeden raz strzelec trafi w ,dziesiagtke”.

18.17. W kazdym z trzech pojemnikéw znajduje sie po 10 loséw, przy czym w pierwszym sg 4 losy wygrywajace,
w drugim 5 wygrywajacych, a w trzecim 8. Sprawdz, przy ktérym z nastepujacych wariantéw losowania
a) I - losujemy pojemnik, a z niego 3 losy,
b) II - losujemy z kazdego pojemnika po jednym losie,
prawdopodobienstwo wylosowania trzech loséw wygrywajacych jest wigksze.

18.18. W pudelku znajduja sie zetony. Wsérdd nich jest 6 zetondéw o nominale 5 zt oraz n zetondéw o nominale
10 zt. Losujemy z pudetka dwa zetony. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na wylosowaniu obu
zetonéw o nominale 10 zt jest réwne % Oblicz n.

18.19. Nauczycielka wf sporzadzila zestawienie dotyczace wzrostu (w zokragleniu do 2 c¢cm) i wagi (w zaokra-
gleniu do 2 kg) wszystkich dziewczat klas pierwszych szkoly ponadgimnazjalne;j.

168 1 2 3 2
164 114 10 1
162 1 3115 6 1
160 1 8 7|11 12
158 1 2 6] 4 8
Woazrost [cm| | 46 48 50 | 53 54 58 Waga [kg]
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Okres$lamy zdarzenia:

A - losowo spotkana uczennica klasy pierwszej bedzie miata co najmniej 162 cm wzrostu,
B - losowo spotkana uczennica klasy pierwszej bedzie wazyla co najwyzej 50 kg.

Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzen: AN B, ANBiANB.

18.20. (R) Z talii 52 kart 5 razy losujemy jedna karte i po kazdym losowaniu zwracamy ja do talii i tasujemy.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze uda nam sie w ten sposob trzykrotnie wylosowaé kroéla?

18.21. (R) W pewnej grupie mlodziezy dane dotyczace plci oraz koloru oczu ilustruja diagramy: I, IT i II1.

Diagram I Diagram II Diagram III
chlopcy dziewczeta
chlopcy niebieskoocy niebieskookie
60% 80% 70%
..‘O‘E O ‘.: : EOE‘EO:‘I
Nss / : 20%
A chlopcy %
3 =+ zielonoocy 225 30%

40% dziewczeta

dziewczeta zielonookie

Wybrano losowo jedng osobe z tej grupy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ma ona zielone oczy?

18.22. (R) Tabela przedstawia liczbe uczniéw wszystkich klas III pewnego liceum.

Klasa | Liczba wszystkich uczniow | Liczba chtopcéw
III a 30 10
IIb 32 24
I ¢ 25 15
1 d 27 18

Sposrod wszystkich klas trzecich wybieramy losowo jedna klase, a nastepnie z tej klasy jednego ucznia.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze wybranym uczniem bedzie dziewczyna.

18.23. (R) W szkatulce znajduje si¢ 5 koralikéw i 1 perta.
a) Losujemy ze szkatulki dwa przedmioty. Czy wylosowanie perly jest bardziej prawdopodobne od jej
niewylosowania?

b) Losujemy ze szkatulki trzy przedmioty. Czy wylosowanie wtedy perly jest bardziej prawdopodobne od
jej niewylosowania?

18.24. (R) W urnie jest 6 kul, w tym 5 bialych i jedna czarna. Adam i Jarek losuja bez zwracania po jednej
kuli. Przegrywa ten, kto pierwszy wyciagnie kule czarna. Czy prawdopodobienstwo przegranej jest wigksze
dla tego chlopca ktéry rozpoczyna losowanie? Narysuj drzewo dotyczace tego modelu probabilistycznego i
uzasadnij swoja odpowiedz.

18.25. (R) Wsréd 100 losowo wybranych uczniéw przeprowadzono
ankiete. Zadano pytanie ,, ktérych jezykéw sposrod angiel-

skiego, niemieckiego, rosyjskiego uczyte$ sie co najmniej

przez 2 lata? Procentowe wyniki ankiety przedstawiono ﬂ

na diagramie. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na

tym, ze osoba wybrana losowo spoéréd oséb ankietowanych M@
uczyla sie jezyka angielskiego, IV - uczyta sie jezyka niemiec-

kiego i R - jezyka rosyjskiego. Czy niezalezne sg zdarzenia:

a) Ai N,

b) AiR.

j. angielski j. niemiecki

j. rosyjski
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18.26. (R) Ze zbioru liczb {2,3,4,5,6,7} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania. Sprawdz niezalezno$é
zdarzen:
A - suma wylosowanych liczb jest wieksza od 8,
B - za pierwszym razem wylosujemy liczbe nieparzysta.

18.27. (R) Dane sa prawdopodobiefistwa warunkowe P: P(A\ B) = 2, P(A\ B') = } oraz P(B) = 1. Oblicz
P(A)i P(AN B).

18.28. (R) W urnie znajduja sie kule biale i czarne, razem jest ich 10. Losujemy bez zwracania dwie kule.
Prawdopodobienstwo wylosowania za drugim razem kuli bialej, pod warunkiem ze za pierwszym razem
wylosujemy kule czarna, jest réwne % Ile kul biatych jest w urnie?

18.29. (R) Michat i Jarek graja w nastepujaca gre. Kazdy z nich rzuca raz swoja kostka. Jezeli suma oczek
na obu kostkach jest wigksza od 3 i mniejsza od 8, to wygrywa Michal, w przeciwnym wypadku wygrywa
Jarek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wygra Michal,
b) wygra Michal, pod warunkiem ze Jarek wyrzucit 5.

18.30. (R) Wsréd 300 zdajacych egzamin na informatyke bylo 200 absolwentéw, ktérzy zdali matematyke na
maturze na poziomie rozszerzonym, 75 na poziomie podstawowym i 25, ktorzy nie zdawali matematyki na
maturze. Prawdopodobienstwo zdania egzaminu przez absolwenta jest nastepujace: dla tego, ktory zdat
mature na poziomie rozszerzonym réwna sie 0,9, na poziomie podstawowym 0,25, a dla tego, ktéry nie
zdawal matematyki na maturze réwna sie 0, 1.

a) Oblicz prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany kandydat wéréd 300 zdajacych, zdal pomy$lnie egzamin.
b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany kandydat zdal mature z matematyki na poziomie roz-
szerzonym, jesli wiadomo, ze zdal on egzamin wstepny.

18.31. (R) W szpitalu na oddziale wewnetrznym przebywa rocznie srednio 2000 chorych. Wéréd leczonych bylo
800 cierpiacych na chorobe K7, 600 na chorobe K», 400 na chorobe K3 i 200 na chorobe K4. Prawdopodo-
bienstwo pelnego wyleczenia z choréb wynosi 0,9, 0,8, 0,7 1 0,5. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) losowo wybrany pacjent jest catkowicie wyleczony,
b) wypisany pacjent jest calkowicie wyleczony. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze cierpial na chorobe Ko?

18.32. (R) Pewna firma ma cztery rézne numery telefonéw. Prawdopodobiefistwo tego, ze pojedynczy numer
bedzie w danej chwili zajety jest réwne % Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) co najmniej jeden numer bedzie wolny,
b) dokladnie trzy numery beda wolne.

18.33. (R) Karol gra w szachy z siostra. Oboje sa réwnorzednymi partnerami. Czy bardziej prawdopodobne
jest, ze Karol wygra pie¢ z siedmiu rozegranych partii, czy sze$¢ partii z odmiu?

18.34. (R) Prawdopodobienistwo trafienia do tarczy w pojedynczym strzale przez pewnego biatloniste wynosi
0, 8. Biatlonista oddaje seri¢ 5 strzatow. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:
a) tarcza zostanie trafiona dokladnie cztery razy,
b) tarcza zostanie trafiona co najmniej jeden raz.

18.35. (R) Prawdopodobienstwo, ze w danym dniu ,Swieci stofice” w miejscowosci M wynosi % Przyjezdzamy
na 14 dniowy urlop do M. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ,stofice bedziemy mieli” dokladnie przez 10
dni.

18.36. (R) Krétki tancuch choinkowy sklada sie z dwudziestu zaréwek. Dla kazdej z zaréwek prawdopodobien-
stwo, ze bedzie dziataé¢ przez co najmniej 300 godzin jest réwne 0, 9.
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w krétkim ltancuchu w ciagu 300 godzin przepali sie co najwyzej
jedna zaréwka. W obliczeniach mozesz przyjaé, ze (0,9)'° =~ 0, 14.
b) W skrzyni jest 6 lahcuchéw krétkich i 4 lancuchy dlugie. Do dekoracji choinki uzyto cztery losowo
wybrane tancuchy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze do dekoracji uzyto dwdch tancuchéw krotkich i
dwoch tancuchow dlugich.
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19 Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

wn

19.1. (R) Sporzadz wykres funkeji:

)= —|e+4]° +2
)= —(z+3)"1 -2
() = (-2 —4

)

>

3.92000 | 92001 2000
f) 101999 “D

7 6
8) Sors
19.3. (R) Przedstaw w postaci potegi:

a) VI (4 /m)

x

b) 1/3v3V3
c) \/5+V5++5

19.4. (R) Sprawdz, czy ciag:
VE—V3—-2V5-2,V5+3— 2) jest ciggiem arytmetycznym,
-2, ﬁ, 175 + 38) jest ciagiem geometrycznym,

e
=

c) (16,2%~1 4%=3) jest ciaggiem geometrycznym.

19.5. (R) Rozwiaz réwnanie:
a) g(f(x)) = f(z), gdzie f(z) =2 -2, g(z) =z +2.
b)3yx —2=xz

1+vr _
c) s = 2 .
r—1 __ 1—Vx
d) 1+ 4 - 2
e) z7 1 = %

1
19.6. (R) Rozwiaz nieréwnoéé: x° + z2 < 2.

19.7. (R) Dane sa funkcje: f(x) =9 — 8z —z? oraz ¢(z) =3z — 3.
a) Wyznacz dziedzine funkcji f.
b) Rozwiaz réwnanie f(z) = g(z).
¢) Rozwiaz nier6wnosé g(z) - f(z) > 0.

19.8. (R) Narysuj w jednym ukladzie wspéirzednych wykresy funkcji f i g opisane wzorami: f(z) = 2*71 i
g(x) = |2z + 1] oraz na podstawie ich wykreséw odczytaj liczbe rozwiazan réwnania f(z) = g(z).

19.9. (R) Wykonaj wykres funkcji f(z) =2 — (%)IJr1 i podaj miejsca zerowe oraz zbiér wartosci funkcji.
19.10. (R) Wyznacz liczbe naturalna n tak, aby liczba:

a) 2" byla wicksza od 16'°, ale mniejsza od 84,

b) 3" byla niewigksza od 750 i niemniejsza niz 81.

19.11. (R) Dwa ciala poruszaja si¢ ruchem jednostajnym; pierwsze z predkosdcia v, = (%)2&1 <, adrugie z
predkoscia
Vg = (%)44 <%, gdzie t oznacza czas liczony w sekundach od poczatku obserwacji tych cial. Kiedy stosunek
v1 do vo jest mniejszy od 2%?
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19.12. (R) Rozwiaz réwnanie:
a)4* —8-27=0
b) 5771 —5.2% = 5772 4 5.2772
C) 7172 . 16m — 23x+2
d) 3°T2 -3 =172
e) 5% + 5377 = 30
£)9- 4” +5- 61 =4-9

8l

19.13. (R) Rozwiaz nieréwnos¢:
a) 25-(0,2)" < 57
b) 1 <27’ < 2¢
c) 16* — 4% < 0
d) 47 + 271 < 15
e) 6 < 11*
£) 2742 _ 2% < 48

19.14. (R) a) Dla jakich wartosci = okreslone jest wyrazenie: /6% 4 62—% — 377

b) Dla jakich wartosci « funkcja f(z) = ¥ 8 2" jest okreslona?

gT

c) Okresl dziedzing funkeji: f(z) = (%) -4+ m

> 15, jezeli h(z) = (%)w ig(z)=a?-05.
19.16. (R) Wyznacz najwieksza liczbe catkowita spelniajaca nieréwnosc:

a) 2“ 71 +1
b) 4% — 4” Lige=2_ g3 4 <1

19.15. (R) Rozwiaz nier6wnosé: h(g(x)) >

375t =9

19.17. (R) Rozwiaz uklad réwnan: { 312 L 5yt _ g,

19.18. (R) Nie korzystajac z kalkulatora, oblicz:
3,
a) logy ?
b) 96l0g812+l0g32

c) logo 2527 - logﬁé

logs4+log1 2
3

19.19. (R) Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej: 9 , 4‘/5’7 12 4 10921—16, 8V2,

R)
19.20. (R) Wiemy, ze logs5 = a. Wyznacz logas8.
R)

19.21. (R) Sprawdz, czy funkcje f(x) = 2logsz i g(z) = logsz? sa réwne.

19.22. (R) Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = logs(x —2) — 1.
a) Wyznacz dziedzine i oblicz miejsce zerowe funkeji f.
b) Narysuj wykres funkcji y = |f(z)| i rozwiaz graficznie nieréwnosé |f(x)| > 1.

19.23. (R) Wyznacz dziedzine funkcji:

a) y = log—1)(3 — x)
b) y = logilogs|z + 1

19.24. (R) Okredl dziedzine funkcji f(z) = \/logos(x% — 5z + 4) — logo,5(5x — 5) + 1

19.25. (R) Dla jakiej wartosci parametru m funkcja:
a) f(z) = logm—2)T jest malejaca?
b) f(x) = log(m—2)(—) jest malejaca?

c) f(x) = log(m>_1)T jest rosnaca?

19.26. (R) Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = /2logo sz + 8.
a) Okredl dziedzine tej funkcji.

b) Rozwiaz réwnanie \/2logo sz + 8 = logo 5.
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19.27. (R) Dla jakich argumentéw z funkcja f(x) = logo 1|z — 8| przyjmuje wartoéci dodatnie?

19.28. (R) Dana jest funkcja f(x) = logax.
tay L2)—F(2)
a) Oblicz O
b) Podaj zbiér rozwigzan nieréwnosci f(z) < 0.
c) Rozwiaz réwnanie 2f2(x) — 5f(z) +2 = 0.

19.29. (R) Zaznacz na plaszczyZnie w ukladzie wspélrzednych zbidr:
F={(x,y):z €RAYy E]R/\log%(|x| —-2)>-2Ay|-5<0}
oraz napisz rownania osi symetrii otrzymanej figury.

19.30. (R) Rozwiaz réwnanie:
a) log(z + 1,5) = —logx
b) logex + 1 = 2log,2
c) logz(3x+4) =2
d) 5= + 1= 6log,3
e) xl—‘—loggz =4

19.31. (R) Rozwiaz nier6wnos¢:
a) logslx + 3] <0
b) loga(logy(z —1)) > 1
c) logy(z+2) <2
d) log32x — log?2x > 0
e) logos(x+4) —logo5(3z —1) <0

19.32. (R) Niech A = {z € R:log2(3x — 1) <3}, B = {x € R: 2% > 4x}. Wyznacz zbiory: A, B, AN B.

19.33. (R) Rozwiaz réwnanie:

n—oo

1
lim (log24m + log§4x + log§’4m + ...+ log§4x) =1+ iloggx.

19.34. (R) Dany jest nieskonczony ciag geometryczny, ktérym aq = logsx 1iiloraz ¢ = logzz. Oznaczmy przez
f(x) sume tego ciggu.
a) Wyznacz dziedzine funkcji f.
b) Rozwiaz nier6wnoséé f(x) > 1.

19.35. (R) Rozwiaz réwnanie: 1+ logsz + log3z + logdx + ... = 3.
19.36. (R) Rozwiaz uklad réwnan:

3z +y = 8logsi2
2% 4+ y? — 22y = logo144 — 5109281

19.37. (R) Dany jest ciag (x,), o wyrazach dodatnich, w ktérym

logox; = =2
logax, — logaxn—1 = —2, dla ne N\ {1}

Wykaz, ze

. 1
nh_{r;o (x1 422+ .o+ ap) = 3

2+m2a:
1-m=*

19.38. (R) Rozwiaz nieréwnosé
(0,1).

> —6 przy zalozeniu, ze wartos¢ parametru m nalezy do przedzialu
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20 Rachunek pochodnych

20.1. (R) Oblicz granice funkcji:

2% —3x—2

a) f(x) = sz W punkcie g = 2,

b) f(z) = % w punktach z¢y = 2, xg = —2 oraz przy = — oo,
c) f(z) = @;2 w punkcie zg = 3,

d) f($)=\/x2+—2x—xprzyx_>00,

e) f(z) = ﬁ%ﬁﬁ w punkcie zg = 1,

f) f(z) = % w punkcie xg = 4,

1
= i vaI PYW T oo,

i) f(z) = 2232 w punkcie zo = 0.

g) f(x) =a® —a® —x 41 przy x — —oo,
()

20.2. (R) Wyznacz réwnania asymptot funkcji:

a) f(z) = 3555
b) f(x) = £t

20.3. (R) Dana jest funkcja f(z) = z*.
a) Oblicz warto$¢ wyrazenia w dla h=0,1.

b) Do jakiej liczby dazy wartosé¢ wyrazenia

20.4. (R) Oblicz granice funkcji
1

lim &th =
h—0 h

8=

20.5. (R) a) Dla jakiej wartosci parametru k zachodzi réwnosé:

2 —(k+ Lz +k
2 -1 n

lim 5.

x—1

b) W zaleznosci od parametru k € R oblicz granice funkcji

1 —Vkx+1
lim ———M——.

x—0 x

mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

FEERZIC) oy wartosé b dazy do zera?

20.6. (R) Naszkicuj wykres pewnej funkcji f, ktéra spelnia nastepujace warunki:

a) dziedzing jest zbiér R\ {-3,1},
b) jest ciagla w swojej dziedzinie,

c)
B S0) =2
3, fle) =~
lim f(z) = —o0
r——3
lim f(z) = o0
z—1
20.7. (R) a) Zbadaj ciaglosé¢ funkcji:
—2z%43z+2 £ 2
— rx—2 )
ra={ 7, o2
. .. A <0
b) Wykonaj wykres funkcji f(z) = { m—z >0
f jest ciggla.
c¢) Niech
T —3, T =2
f(x){ mr+1, <2
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Wyznacz warto$é¢ parametru m tak, aby funkcja byta ciggta. Dla wyznaczonej wartosci parametru m:
- sporzadz wykres funkcji,

- zapisz wzor funkcji z uzyciem wartosci bezwzgledne;j.

20.8. (R) Trzy walce, kazdy o wysokosci 5 m o promieniach podstaw odpowiednio réwnych: 3 m, 2 m, 1 m,
postawiono jeden na drugim.
a) Wyraz pole przekroju bryly utworzonej przez te walce, plaszczyzna réwnolegla do podstaw walcéw jako
funkcje odleglosci tego przekroju od plaszczyzny dolnej podstawy najwiekszego walca.
b) Czy ta funkcja jest ciagla?
c¢) Sporzadz jej wykres.

20.9. (R) Wyznacz pochodna funkcji:
a) f(z) = 322+ x dla z9 = 0,
b) f(z) = (z - 2)*(1 - 2?),

¢) f(a) = 2=aH

3x—x2

20.10. (R) a) Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x) = 3x2 —z +4 oraz punkt M = (1,30) nalezacy do
wykresu tej funkcji. Wyznacz wspoltczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w punkcie M.
Wyznacz réwnanie tej stycznej.

3z2—1
1—x2

b) Wyznacz wspélezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(z) =

w xo = 2.

c) Wyznacz kat, ktéry styczna do wykresu funkeji w punkcie o odcietej zg = % tworzy z dodatnia
pétosia osi OX, gdy f(z) = 2v/3z%.

d) Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 8z — 2* w punktach jej przecigcia z osiag OX.
e) Dla jakiej wartosci parametru m prosta y = 1z — % jest styczna do wykresu funkcji f(x) = z* +m.

20.11. (R) Na wykresie funkcji f(z) = 22 — 2 +3 wyznacz taki punkt P, w ktérym styczna do tego wykresu
jest réwnolegla do prostej o réwnaniu y = 7z — 2.

20.12. (R) Dana jest funkcja f(z) = 2242 o ktérej wiadomo, ze f(3) =5 i f/(1) = —3.
a) Wyznacz wzor tej funkcji i okresl jej dziedzne.
b) Wyznacz miejsca zerowe.

20.13. (R) a) Uzasadnij dlaczego funkcja f(z) = 3x + 2sinz nie posiada ekstremum.
b) Dla jakiej wartosci parametru m liczba g = 1 jest miejscem zerowym pochodnej funkeji
flx) =23 — 2ma® + 2.
¢) Zbadaj monotoniczno$é funkcji f(z) = 5z + cosdzx.
20.14. (R) Wyznacz parametry a,b wiedzac, ze funkcja y = x® + az + b w punkcie = 3 osiaga ekstremum
rowne 1.

2x+1
z—1

20.15. (R) Wyznacz zbiér wartodci funkeji o wzorze f(x) =

okreslonej na przedziale (2, 3).

20.16. (R) Dla jakich wartoéci parametru m funkcja okreslona wzorem f(z) = +ma® — 222 + (m — 3)z + 1 jest
funkcja rosnaca w R.

20.17. (R) Funkcja f dana jest wzorem f(z) = 2% — 622 +cdlaz € RiceR.
a) Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartos$é funkeji f w przedziale (—1,3) wiedzac, ze f(0) = 8.
b) Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.
20.18. (R) Dana jest funkcja f(x) = 2% — pz? + bz — 2.
a) Znajdz taka warto$¢ parametru p, dla ktérej funkcja f osiagga minimum w punkcie x = 5.
b) Dla wyznaczonego p podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f.

http://maria.malycha.eu/



Rachunek pochodnych mgr A. Pitat, mgr M. Malycha

20.19. (R) Funkcja f(z) = 2 + %x2 — 6z — 2 przyjmuje dla argumentu p wartos¢ 8, a jej pochodna ma dla
argumentu p wartos¢ 0.
a) Oblicz p.
b) Wyznacz ekstrema funkcji f.
c) Podaj przedzialy mnonotonicznosci funkeji f.

3

20.20. (R) Zbadaj monotonicznoéé i ekstrema funkcji f(x) = 622 — 2°.

- (R)
20.21. (R) Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkeji f(z) = + 3;%.
20.22. (R)

8w

R) Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji okredlonej wzorem f(z) = 5 +

20.23. (R) Funkcja f zmiennej rzeczywistej = jest okreslona wzorem f(z) = z? — maz.

a) Dla jakich wartoéci m, funkcja f jest malejaca w przedziale (—1,1)?
b) Dla m =3 wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$é funkcji f w przedziale (1,4).

20.24. (R) Dla jakiej wartoéci parametru k funkcja f(x) = 23 — 422 + kx osigga ekstremum w punkcie
xo = 17 Wyznacz drugie ekstremum i okresl rodzaj kazdego z nich.

20.25. (R) Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$é funkcji:
a) fl)=a2'+23-822 - 12z +1w (0,3),

b) f(z) = L8 w (=3,1).

20.26. (R) Okno ma ksztalt prostokata zakoniczonego na gérze pétkolem. Jaka powinna byé¢ podstawa prosto-
kata, zeby przy obwodzie okna wynoszacym 2 m powierzchnia okna byla najwigksza?

20.27. (R) Jaki prostokat o obwodzie 36 cm ma najkrétsza przekatna?

20.28. (R) Dana jest funkcja f o wzorze f(x)= —x?+ 4z istyczna do jej wykresu w punkcie M. Trapez
jest ograniczony ta styczna i prostymi o réwnaniach: =z = 0, y = 0 oraz z = 2. Jakie powinny by¢
wspélrzedne punktu M, aby pole tego trapezu bylo najmniejsze?

20.29. (R) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego tréjkatnego jest rowna 12. Jaka
powinna byé dlugosé krawedzi podstawy tego graniastostupa, aby jego objetosé byta maksymalna?

20.30. (R) Przez punkt P = (—1,4) prowadzimy proste przecinajace uklad wspdlrzednych w punktach A =
(2,0), B = (0,y), przy czym & < 0 iy > 0. Wyznacz réwnanie tej z nich, dla ktérej suma odleglosci
punktéw A i B od poczatku uktadu wspélrzednych jest najmniejsza.
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