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1. a) Podnoszac liczbe dodatnia 3 — /5 do kwadratu otrzymamy

(3—V5)% =14 — 6V/5.

\/14 - 6v5 =3 — V5.

Zaproponuj analogiczng rownoéé dotyczaca liczby v/11 4 41/7. Uzasadnij zaproponowang réwnosé.
b) Pokazemy, ze liczby /74 4v3 1 2+ /3 sa réwne, czyli, ze V;j\%‘/g =1.

Najpierw rozszerzymy utamek, zeby usunaé¢ niewymierno$¢ z mianownika:

VI a5 2- V3 1 +4v3) - vap
24v3 2-V3 4-3

Pokaz podobnie, ze /6 — 2v5=+/5 — 1.

2. Istnieje wygodny sposéb szybkiego podnoszenia do kwadratu liczb dwucyfrowych konczacych sie cyfra 5:
352 =100-3 -4+ 25 = 1225,
752 =100 - 7 - 8 + 25 = 5625,
ktory wynika z nastepujacego rozumowania:

Stad otrzymujemy ciekawg rownosé

— T+ 4V3)(7 - 4V3) = VI =B = 1,

(10a + 5)* = 100a* + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25.

Znajdz sposob szybkiego podnoszenia do kwadratu liczb ztozonych z catosci i % i uzasadnij go. Oblicz w
ten sposéb (4%)2 oraz (9%)2.

3. Aby wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb calkowitych spelniajace réwnanie: xy = x — y + 3, mozna
postapi¢ nastepujaco:
krok 1. Najpierw przeksztalcamy to réwnanie do postaci: (xy —z) +y =3
krok 2. Nastepnie z pierwszego skladnika sumy po lewej stronie tego rownania, czyli z nawiasu, wylaczamy
wspolny czynnik przed nawias a drugi sktadnik sumy uzupeliamy do wyrazenia, ktére wystepuje w nawiasie
tak, by rownania pozostaly réwnowazne:

ry—1)+@wy—-1)=3-1

krok 3. Lewa strone otrzymanego rownania zapisujemy w postaci iloczynowej przez wylaczenie wspdlnego
czynnika (y — 1) przed nawias:
(y—D(x+1)=2.

krok 4. Poniewaz lewa strona tego rownania jest iloczynem dwoch czynnikow catkowitych, wiec jego prawa
strone, czyli liczbe 2 rowniez przedstawiamy w postaci iloczynu dwéch liczb catkowitych:

(y—D@+1)=2=1-2=2-1=(=1)- (=2) = (=2) - (=1).

krok 5. Poréwnujemy obie strony rownania i zapisujemy je w postaci alternatywy czterech uktadéw réwnan
(bo tyle otrzymali$my rozkladéw liczby 2 w postaci iloczynu liczb catkowitych):
(z+1)(y—-1)=2<

z+1=1 r+1=2 r+1=-1 r+1=-2
< H y—1=2 V{ y—1=1 v{ y—1=-2 v{ y—1=-1 }
krok 6. Rozwiazujemy powyzsze uktady réwnan:
=0 r=1 r=— r=—3
V V V
{ozovinvzav{se
krok 7. Na koniec wyciagamy wniosek, ze jedynymi parami liczb catkowitych spelniajacymi wyjsciowe

réwnanie sa pary liczb: (0,3), (1,2)(-2,-1),(-3,0).
Postepujac analogicznie, wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych spelniajace rownanie: zy = 2z —y+ 5.
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4. Dany jest algorytm (Euklidesa) obliczania NW D(a,b) i NWW (a,b) :

niech a = 22991 i b= 19667,
22991 > 19667

4
22991 = 1- 19667 + 3324
19667 = 5 - 3324 + 3047
3324 =1-3047 + 277
3047 =11-277+0

4
NW D(22991,19667) = 277

22991 - 19667
NWW (22991, 19667) = — o = 1632361.
Korzystajac z podanego algorytmu oblicz:

NWD(1615,2618) ¢ NWW(1615,2618)

. Wiadomo, ze wielomian okreslony wzorem W (z) = z* + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, bo dla
dowolnego x € R wyrazenie z* + 1 przyjmuje wartoéci dodatnie. Mozna go jednak rozltozy¢ na iloczyn
czynnikéw nierozkladalnych stopnia drugiego w nastepujacy sposéb:
e najpierw zapisujemy wyrazenie z*+ 1 w postaci sumy kwadratéw: (z2)? + 1%
e nastepnie uzupelniamy te sume do pelnego kwadratu (jak ponizej):
() +12 = (2®)? + 227 + 1% — 222 = (22 + 1) — 22%;
e otrzymang réznice (22 + 1)2 — 222 zapisujemy w postaci réznicy kwadratéw:
(22 +1)% — 222 = (2® +1)? — (V22)%
e stosujemy wzér skroconego mnozenia na réznice kwadratow:
(@ +1)% = (V22)® = (2% +1 - V22) (2 + 1 + V22);
e i otrzymujemy rozklad wielomianu W (x) na iloczyn czynnikéw nierozkladalnych:
W(z) = (22 — V2x + 1) (22 + V2x + 1).
e Postepujac analogicznie, r0z167 na czynniki nierozktadalne wielomian Q(z) = 2* + 9.
. Sume kolejnych liczb nieparzystych od 1 do 999, tzn. sume
S=1+34..4995+ 997 + 999
mozna obiczy¢ grupujac sktadniki parami:
S =(14999)+ (3+997) + ... + (499 + 501),
tak, ze suma liczb kazdej pary wynosi 1000. Par jest 250, bo sktadnikéw byto 500, stad:

S =250 - 1000 = 250000.

Analogicznie oblicz sume:
S=54+10+... 4990 + 995 + 1000.
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wLiczba naturalna jest podzielna przez 36, gdy jest podzielna przez 4 i jest podzielna przez 9”. Np. Liczba
187524 jest podzielna przez 36, bo jest podzielna przez 9, gdyz jej suma cyfr 14+8+7+5+2+4 =27
jest podzielna przez 9 oraz jest podzielna przez 4, bo liczba utworzona z dwdch ostanich cyfr, czyli liczba

24 jest podzielna przez 4.

a) Wykorzystujac podana zasade podzielnosci, sprawdz, ze liczba 24110352 jest podzielna przez 36.

b) Podaj, jaka cyfra powinno zastapié¢ siec X, aby liczba 51403X8 byla

podzielna przez 36.

¢) Uzasadnij, ze liczby naturalne postaci 10" 4+ 8, gdzie n jest liczba naturalng wieksza od 1, sa podzielne

przez 36.

. Pole tréjkata o wierzcholkach A = (1,2), B =(3,0), C = (2,4)

mozna obliczy¢ stosujac nastepujaca metode:

e zaznaczamy w ukladzie wspotrzednych punkty ABC;

e rysujemy prostokat KLMN w sposéb przedstawiony na ry-
sunku (odpowiednie boki prostokata maja byé réwnolegle do osi
uktadu wspdlrzednych);

e odczytujemy dlugosci odpowiednich odcinkdw:

s

|[KL| =2, |[LM| =4, |AK| =2, [MC|=1, |[CN|=1, [INA|=2; ..

e obliczamy pole prostokata: P =|KL|-|LM|=2-4=28,

KLMN

e obliczmy pola odpowiednich tréjkatéow prostokatnych: 1

1
Posr = Sl AK|-|KL| = 522 =2

4.1

Il
o

1
P = §|LM| : |MO| =

1
PACNA:§|CN|"NA|: 1-2=1

2
e od pola prostokata odejmujemy sume pél tréjkatow:

PAABCZS_(2+2+1):3U2]'

Stosujac opisang wyzej metode, oblicz pole trojkata o wierzchol-
kach
A=(1,0), B=(51), C = (3,4).

(R) Korzystajac z réwnosci GoDn — =T mozna obliczy¢ nastepujaca granice:

s ss01 1 1 . . ..
Wykaz rownos¢ 5. — 505 = 7@ny2) & nastepnie, korzystajac z niej,

. 1 1 1 1
lim (— 4+ — 4+ ——+.. +

n—oo
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oblicz granice:

1-4' 2.6 3-8 n~(2n+2))'



