Ciagi mgr A. Pilat, mgr M. Malycha

1. a) Podaj pieé¢ wyrazdéw ciagu:

n—2 £ dla n nieparzystego
_ /o — _ on s
n ne+n, bn (n+1)0 Cn { 2, dla n parzystego

b) Ktére z wyrazéw ciagu sa réwne zero:

_ DT

-~ 7 — 2_ 2_
n = —5 > by, = (n® —1)(n* — 5n + 6)

c) Dany jest ciag a, = n? — 6n. Ktére wyrazy ciagu sa mniejsze od 10?
d) Zbadaj monotonicznos$é ciggu:

24446+ ..4+2n

an =2n% —3n+1, b, = singn, cp = —Vn+4, dy,

2. Sprawdz, czy dany ciag jest:
a) arytmetyczny: a, = T

b) geometryczny, gdy by, = (an)® 1 an = 3-2" oraz czy ciag (an) jest

ciggiem geometrycznym.

3. Na rysunku przedstawiono czes¢ wykresu pewnego nieskoinczonego ciagu
arytmetycznego (a,).
a) Na podstawie wykresu tego ciagu odczytaj jego pierwszy wyraz i

roznice.
b) Podaj wzér na ogdlny wyraz tego ciagu.
c) Niech b, = —%nQ bedzie wyrazem ogélnym ciagu (by,).

Dla jakich wartosci n, a, = b,7

4. Oblicz pole figury zlozonej ze stu prostokatéw, ktére po-
wstaly w sposoéb pokazany na rysunku.

5. W nieskoniczonym ciagu arytmetycznym czwarty wyraz jest rowny 17, a suma wyrazoéw trzeciego i széstego
39. Wyznacz réznice i pierwszy wyraz tego ciagu.

6. Wyznacz liczbe sktadnikow w sumie 2454 8 + 11 + ... +449 i oblicz te sume.

7. Pewna figura o polu réwnym 270 cm? sklada sie ze skoficzonej liczby prostokatéw, ktérych pola tworza ciag
arytmetyczny. Pole najmniejszego prostokata wynosi 12 cm?, a najwiekszego 48 cm?.
a) Z ilu prostokatéow sklada sie figura?
b) Oblicz pole trzeciego prostokata tej figury.

8. Miedzy liczby 11% i 15% wstaw cztery liczby z,y, z,t tak, aby liczby 11%, z,Y, 2, t, 15% tworzyly ciag
arytmetyczny.
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Krzy$ postanowil wybudowaé¢ wieze z klockow, wedlug nastepujacego
szkicu projektu. Ma do dyspozycji 210 szesciennych klockéw o wysokosci
4 cm. Jak wysoka wieze moze zbudowad?

Sredni zarobek pieciu pracownikéw pewnej firmy wyniést w maju 1560 zlotych, a najwyzsza pensja wyniosla
1800 zlotych.

a) Oblicz wysokosci pensij tych pracownikéw w maju jesli wiadomo, ze tworzyly one ciag arytmetyczny.
b) W czerwcu nie pracowal juz pracownik, ktéry w maju zarabial najmniej i wtedy pensje pozostalych czte-
rech wzrosly o jednakowa kwote. Ile zarabial kazdy z pozostalych pracownikéow w czerwcu, jesli wiadomo,
ze kwota przeznaczona na wyplate pensji byla w czerwcu taka sama jak w maju?

Przedstaw w tabeli liczby mieszkancéw miasta w ciagu 3 lat, zakladajac, ze miasto w 2004 roku ma 200
tysiecy mieszkanicéw i liczba ta co roku bedzie malala o 5%.

Rok 2004 2005 | 2006 | 2007
Liczba mieszkancéw | 200000

W tabeli przedstawiono populacje pewnej bakterii w milionach sztuk, ktéra rosnie w postepie geometrycz-
nym.

n - liczba tygodni 1 2 3
a, - liczba bakterii | 100 | 150 | 225

a) O ile procent wzrasta ta populacja z tygodnia na tydzien?
b) Wyznacz wzér ogdlny ciagu (an).
¢) Czy ta populacja po 7 tygodniach przekroczy 1000 mln sztuk?

Jasio w pierwszym miesigcu nauki opanowal 500 stéw. W kazdym kolejnym miesigcu opanowywat o 20%
stéw mniej niz w miesiacu poprzednim.

a) Ile stéw opanuje w trzecim miesiacu nauki?

b) Ile stéw Jasio opanuje po czterech miesiacach nauki?

Hustawke dziecieca najpierw odciagnieto do punktu P, a nastepnie puszczono. W pierwszym wahnieciu
hustawka pokonata droge dlugoéci 2 m do punktu @, a w kazdym nastepnym wahnieciu poruszala sie
po tuku, ktorego dlugoéé za kazdym razem malata do % dhugoéci tuku z poprzedniego wahniecia. Jaka
dtugosé tuku zatoczyta hustawka w piatym wahnieciu, a jaka dtugosé drogi pokonata ona do tego czasu od

momentu puszczenia?

Pitka upuszczona z wysokoéci 6, 25 m, odbijgjac sie od ziemi, osiagata za kazdym razem wysokos$¢ wynoszaca
% poprzedniej.

a) Jak wysoko wzniosla si¢ pitka po trzecim odbiciu sie od ziemi?

b) Ile metréw przebyla pitka od momentu upuszczenia do chwili zetkniecia sie z ziemia po raz czwarty?

7Z dwéch punktow A i B odleglych od siebie o 111% m wyruszaja jednoczesnie dwa ciala. Pierwsze
z nich przebywa w pierwszej sekundzie droge dlugosci 30 m, a w kazdej nastepnej o 1 m wiecej niz w
poprzedniej. Drugie w pierwszej sekundzie przebywa droge dlugo$ci 5 m, a w kazdej nastepnej z% tego,
co w poprzedniej. Oblicz =z, wiedzac, ze ciala spotkaly sie po trzech sekundach.

Liczby m, 4,n, w podanej kolejnosci, sg trzema poczatkowymi wyrazami ciggu geometrycznego, gdzie

22)%. 9-5 IR,
m:(;ﬁ, n:<22—1> 28 1.

a) Oblicz sze$¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu.
b) Wyznacz taka liczbe p, aby m,n, p, w podanej kolejnosci tworzyly ciag arytmetyczny.
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Pan X uméwit sie z panem Y, ze bedzie mu wyptacal codziennie przez trzy tygodnie pieniadze, przy czym
pierwszego dnia 10 zt, drugiego 20 zl, trzeciego 30 zl, czwartego 40 zt itd. W zamian pan Y wyptaci mu
pierwszego dnia 1 grosz, drugiego 2 grosze, trzeciego 4 grosze, czwartego 8 groszy itd. Ktory z tych panéw
zyska na umowie i ile?

a) Cena plaszcza byla 4 razy podwyzszana o 5%. Jaka jest obecna cena plaszcza, jezeli przed pierwsza
podwyzka kosztowal on 400 zt?

b) Kapital w wysokosci 1000 zt zlozono w banku na procent skladany. Jaka bedzie wielko$é kapitatu po 6
latach przy oprocentowaniu rocznym wynoszacym 5%.

c) Do jakiej kwoty wzrosnie kapital 500 zl zlozony na 5 lat, jezeli roczna stopa wynosi 4%, a odsetki sa
kapitalizowane co p6t roku.

d) Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi 4,5% w skali roku, wplacono 5000 zi. Oblicz stan tej
lokaty po dwdéch latach oszczedzania, jezeli od nalicznych odsetek bedzie pobierany co roku podatek w
wysokosci 20%.

e) Inwestor planuje uzyska¢ w banku kredyt, ktéry zamierza splacié¢ po czterech latach. Taki kredyt w
banku A jest oprocentowany 12% w skali roku, a odsetki sa dopisywane do dlugu co pét roku. Bank B
oferuje oprocentowanie roczne 11% z roczng kapitalizacja odsetek, a przy zwrocie kredytu pobiera prowizje
w wysokosci 4% kwoty udzielonego kredytu. Ocen, ktora oferta jest korzystniejsza dla kredytobiorcy.

(R) Z ciagu liczb naturalnych (1,2,3,4,5,...) wybrano 100 kolejnych takich liczb, z ktérych kazda ma te
sama wlasnosé, ze jezeli podzielimy ja przez 3, to otrzymamy reszte jeden. Wyznacz najmniejsza z nich,
wiedzac, ze suma wszystkich tych liczb jest réwna 17950.

(R) Swobodnie spadajace cialo w ciagu pierwszej sekundy przebylto droge 4,9 m, a w ciagu kazdej nastepnej
sekundy o0 9,8 m wiecej niz we wczesniejsze].

a) Oblicz, ile metréw przebylo to cialo w 12 sekundzie.

b) Oblicz, ile metréw przebylo to cialo w ciagu 12 sekund.

(R) Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére nie dziela sie przez 3.

(R) Réznica miedzy drugim a pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego wynosi 5, za$ réznica miedzy
czwartym, a pierwszym wyrazem tego ciagu wynosi 35. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciagu i jego iloraz.

(R) Na plaszczyznie dany jest ciag punktéw P, = (0,n+1). Punkt @, = (¢»,0) jest punktem przecigcia
z osia OX prostej przechodzacej przez punkty: A= (1,1) i P,.

a) Wyznacz wzér ogdlny ciagu (¢ ).

b) Zbadaj monotoniczno$é ciagu (gy).

¢) Wyznacz granice tego ciagu.

(R) a) Dane sa ciagi: (an), (bn), (¢n) okreSlone wzorami:

_3-5n _4-n 9
an—ﬁ, n= o cp =n"—5n-+1.
Oblicz granice kazdego z nich.
Wyznacz najmniejszy wyraz ciagu (cy).
b) Dany jest ciag liczbowy a,, = 3n? — 3n + 2 okreélony dla dowolnej liczby n € N,.
Wykaz, korzystajac z definicji monotonicznosci ciagu, ze ciag (a,) jest rosnacy.

Oblicz granice
V/8nb +n

lim
n—oo 1 —ap,
=3
c¢) Ciag (ay) okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposéb { Zl 4, ,dlan>1.
ntl = g, 41

Wyznacz wzér ogdlny ciagu oraz oblicz granice:

lim (@ (V2 =Tn — V402 + 50+ 8
n—oo
(R) Oblicz granice ciagu:

—4n%43n+1

a) an = 24+n—+2n2
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_ 10n®-2
b) b = 2—n-+n3

_ 6n4+n2 5
C) Cn = 2—n3 >

d) d, = 8 + 2n® — 4n®
e) e, =3-4" —5ntl
) fu=vn—-2—+vn—4

_ 3/ nB42
g) 9n = 8n3+n

3(n+2)!'—n!
h) hy, = ((n+2))!+n!

s\ s 1+54+254...+5"
1) in = = §_5i—+1+

k) ky, = D28 dn® iedzac, e 12 4 22 + 32 4 . 4 p2 = DDCED)

(R) Dla jakich = prawdziwa jest nier6wnosé:

lim (|x|+x|+|$|+...+ 2 ><1.

n—oo 2 4 on—1

(R) Gérna podstawe kwadratu o boku dlugosci 4 podzielono na trzy

rowne czesci i skonstruowano kwadrat, nastepnie gérng podstawe kwa- 4
dratu goérnego podzielono na trzy réwne czesci i zndéw skonstruowano
kolejny kwadrat, itd.

a) Oblicz sume obwoddéw wszystkich kwadratéw. 1
b) Oblicz sume pol wszystkich kwadratéw.

(R) Uzasadnij, ze jesli liczby x,v,2 tworza ciag arytmetyczny rosnacy, to liczby 237°% 23759 23752 tworzg
ciag geometryczny malejacy.

R) a) Dla jakich wartosci x ciag geometryczny o ilorazie q = —i2% + 2+ 1 jest zbiezny?
2 2
b) Dla jakich wartosci z szereg geometryczny 1 -+ é + ﬁ + ﬁ + ... jest zbiezny? Oblicz sume.
R) Rozwiaz rownanie, ktorego lewa strona jest suma nieskonczonego ciaggu geometrycznego:
y g
a)r?+ 2t 4+t 4+ . =11
2 3
bz — g +L L+ —L+..=1
(R) Wyznacz warto$é¢ parametru b, dla ktoérej
b2

lim —— =2

n—oo (b + 4)71 +b
(R) Rozwiaz réwnanie:

lim (2771 422072 423078 4 onen) =9 27,

n—oo

(R) Rozwiaz nier6wnos¢:
a) logsw + logix + logiw + .. —%

. >
b) sin’z + sin®z + sin‘z + ... > 3 dlaz € (0, 7).
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(R) Liczby 0,(1) i 0,0(5) sa pierwszym i drugim wyrazem nieskoiczonego ciagu geometrycznego. Oblicz
trzeci wyraz tego ciagu i zapisz go w postaci utamka okresowego.

(R) Udowodnij, ze jezeli ciag liczb dodatnich tworzy ciag geometryczny, to logarytmy tych liczb przy
dowolnej dodatniej i réznej od 1 podstawie, tworza ciag arytmetyczny.

(R) Dane sa dwa ciagi: (ay), (bn), z ktérych kazdy jest ciagiem geometrycznym nieskonczonym. Pierwszy
wyraz ciagu (ay) jest ilorazem ciggu (b,), a pierwszy wyraz ciagu (b,) jest ilorazem ciagu (a,). Drugi
wyraz ciagu (a,) jest dwa razy wigkszy od trzeciego wyrazu ciagu (b,), a stosunek sumy wszystkich
wyrazow ciagu (a,) do sumy wszystkich wyrazéw ciagu (b,) jest réwny Wyznacz te ciagi.

[Ne]

S-

(R) Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a,, = %

a) Uzasadnij, ze ciag (a,) jest rosnacy.
b) Wyznacz granice g tego ciagu.
c) Ktére wyrazy ciagu (a,) réznia sie od granicy g o mniej niz 0,017

(R) Udowodnij indukcyjnie, ze pochodna funkcji f(x) = 2™ dla n € N, jest réwna na"~1, czyli
(z™) = na"~ L

(R) Dany jest ciag okreslony rekurencyjnie:

ay =2
Gpny1 =3 a,+2, neNT.

Oblicz pig¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu. Udowodnij metoda indukcji matematycznej, ze powyzszy
ciag mozna wyrazi¢ wzorem ogélnym a, = 3" —1 dla n € NT,

(R) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé:

1
A 1~22+2~32+3~42+...+n~(n+1)2:ﬁn(n+1)(n+2)(3n+5)
neN+

(R) Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 10™ + 4™ — 2 jest podzielna przez 3.
(R) Wykaz, ze n®+ 5n jest podzielne przez 6, gdy n € N*.

(R) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n € NT prawdziwa jest réwnosé:

n?’}(n;—l).
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